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“ 复 变 函数 与 积分 变换 ”是 为 理工 科 院 校 ( 非 数学 专业 ) 本 科 生 开设 
的 一 门 基础 理论 课 。 该 课程 在 自然 科学 和 工程 技术 的 许多 领域 有 着 广 
泛 的 应 用 。20 世纪 90 年代 末 期 ,由 于 国内 合适 的 复 变 函数 教材 很 少 ， 
复 变 函数 与 积分 变换 教材 几乎 没有 ,给 教学 工作 带 来 了 极 大 不 便 。 为 
此 ,有 关 专 家 建议 编写 一 本 适应 理工 科 ( 非 数学 专业 ) 本 科 生 使 用 的 复 
变 函 数 与 积分 变换 教材 ,并 于 2001 年 列 入 北京 航空 航天 大 学 教材 建设 
规划 。 

本 书 是 作者 在 北京 航空 航天 大 学 多 年 来 为 非 数 学 专业 学 生 讲 授 
“ 复 变 函数 与 积分 变换 ”课程 的 基础 上 ,结合 理工 科 院 校 的 专业 特点 , 融 
入 作者 的 教学 经 验 和 体会 ,吸收 国内 外 教材 的 优点 编写 的 。 书 中 主要 
内 容 曾 进行 过 试 讲 , 并 在 广泛 听取 有 关 师 生意 见 的 基础 上 进行 了 多 次 
修改 。 

本 书 系 统 地 讲述 了 复 变 函数 与 积分 变换 的 基本 理论 和 方法 ,内 容 
丰富 ,理论 严谨 ,通俗 易 懂 。 主 要 内 容 符 合理 工科 大 学 ( 非 数 学 专业 ) 本 
科 生 复 变 函 数 课程 或 复 变 函数 与 积分 变换 课程 的 教学 要 求 , 可 作为 该 
课程 的 教材 或 教学 参考 书 。 本 书 的 主要 内 容 ( 书 中 不 带 * 号 的 部 分 ) 大 
约 需要 40 学 时 讲授 。 

考虑 到 该 课程 是 一 门 重要 的 基础 理论 课 , 同 时 又 在 实际 中 有 着 广 
泛 的 应 用 ,在 编写 时 ,作者 重点 把 握 了 下 列 几 点 : 

1. 重视 对 学 生 基本 理论 知识 的 学 习 和 数学 素质 的 培养 。 对 于 本 
书 中 涉及 的 基本 概念 和 主要 定理 ,一 般 都 给 出 了 准确 的 叙述 和 严格 的 
证 明 。 为 了 保证 本 书 基本 理论 的 完整 性 .系统 性 和 科学 性 ,对 一 些 超 出 


教学 大 岗 但 在 理论 上 或 应 用 上 又 十 分 重要 的 内 容 , 如 辐 角 原理 和 癸 歌 
定理 、 保 形 映射 的 基本 定理 等 内 容 也 编 进 了 教材 , 标 上 * 号 , 供 读者 参 
考 。 

2. 由 于 复 变 函数 的 分 析 结 构 和 微 积 分 有 许多 相似 之 处 ,因此 不 少 
初学 者 误 认 为 复 变 函 数 是 微 积 分 理论 的 简单 推广 而 不 加 以 重视 ,结果 
往往 掌握 不 了 它 的 理论 实质 。 本 书 不 仅 注意 到 两 者 之 间 的 一 些 共 性 ， 
而 且 特 别 强调 复 变 函数 的 自身 特点 以 及 它们 之 间 的 差异 。 

3. 本 书 力求 做 到 说 理 清 楚 , 重 点 突出 ,直观 易 懂 ，, 详 略 得 当 , 便 于 
教师 授课 和 学 生 自学 。 例 如 ,对 于 多 值 函 数 的 讲解 ,9 -函数 的 引入 ,处 
理 得 比较 简洁 、 自 然 ; 对 于 积分 理论 、 级 数理 论 、 留 数理 论 则 讲 得 比较 系 
统 。 

4. 复 变 函数 在 数学 物理 方程 .流体 力学 、 弹 性 力学 、 电 学 、 磁 学 、 自 
动 控制 等 方面 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 本 书 除了 在 第 7 章 和 第 8 章 分 别 
介绍 了 傅 里 叶 变 换 及 拉 普 拉 斯 变换 在 微分 方程 和 电路 上 的 应 用 外 ,第 
9 章 还 专门 对 解析 函数 在 平面 场 上 的 应 用 作 了 介绍 。 

5. 本 书 各 章 都 配 有 适当 的 例题 和 类 型 齐全 的 习题 ,书后 给 出 了 习 
题 的 答案 和 提示 ,以 供 读者 练习 时 参考 。 

本 书 由 高 宗 升 主编 。 其 中 ,第 1 章 、 第 7 章 和 第 8 章 由 滕 岩 梅 执 
笔 ,第 2 章 到 第 6 章 以 及 第 9 章 由 高 宗 升 执笔 ,最 后 由 高 宗 升 统一 整理 
定稿 。 本 书 编写 过 程 中 ,得 到 教务 处 教材 科 、 理 学 院 领导 和 同事 以 及 有 
关 院 系 师 生 的 关心 和 帮助 ; 程 胸 教 授 对 书稿 进行 了 认真 审阅 ,提出 了 重 
要 的 修改 意见 。 在 此 作者 表示 衷心 的 谢意 。 

由 于 作者 的 水 平 所 限 , 赦 请 读者 批评 指正 。 


作 者 
2005 £ 9 月 于 北京 航空 航天 大 学 
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第 1 章 4 数 


复 变 函数 所 讨论 的 内 容 都 是 在 复数 范围 内 ,这 就 要 求 我 们 对 复数 及 其 相关 内 容 有 一 定 的 了 
解 。 本 章 首先 对 复数 的 有 关 知 识 作 简要 的 复习 和 补充 ,其 次 介绍 平面 点 集 的 一 些 基 本 概念 。 


1.1 复 数 


1.1.1 复数 的 概念 及 代数 运算 


ЖШ z=zr+iy 或 = 一 z 十 yi 的 数 称 为 复数 ,其 中 z fa y 是 任意 实数 ,分 别称 为 复数 = 的 实 
部 和 虚 部 , 记 作 
х = Rez, y= lmz 
i 称 为 虚数 单位 ,满足 条 件 =—1, 
当 1lImz=0 时 ,z=z 是 实数 ; 当 Rez=0, H 12570 时 ,z=iy 称 为 纯 虚 数 。 
两 个 复数 相等 , 当 且 仅 当 它们 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 ;一 个 复数 等 于 零 , 当 且 仅 当 它 的 实 
部 和 虚 部 都 等 于 零 。 
复数 z 十 iy 和 x 一 iy НИЯ. ШАК = 表示 , 则 另 一 个 用 z 表示 , 即 
# z==x+iy,M| z=+—iy, 
设 复数 = =r tiy yz 一 za 十 is 它们 的 加 法 与 减法 分 别 定义 为 
z += = (mi + х:) Біб + уг) (1.1) 
m —ж = (m да) іб — у) (1.2) 
称 式 (1.1) , 式 (1.2) 右 端 所 得 的 复数 分 别 为 z 与 z: 的 和 与 差 。 
复数 z 与 z 的 乘法 定义 为 
m * zx = (mis — yy) Бібл уе + ray) (1.3) 
称 式 (1. 3) 右 端 所 得 的 复数 为 z 与 z 的 积 。 
显然 ,复数 的 上 述 运算 法 则 满足 交换 律 .结合 律 以 及 乘法 对 于 加 法 的 分 配 律 , 即 
设 zum; ,zs 为 复数 , 则 
zz ==, z. ж *т;=т;* у, 
Са фа) Баа а Hatz), 


Сау #22) аа = z (2: * z3), 


zi (z +z) =z z: +z zs. 
最 后 给 出 复数 除法 的 运算 法 则 。 复 数 z 除 以 z (2.360) EA 
ж _ m zm _ (mi Біл) б іу) _ 


22 == (m Fiy) —iy) ` 


Ziz: Буу +i — ny 


1.4) 
тїї т £ 
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称 式 (1. 4) 右 端 所 得 的 复数 为 <, 与 z 的 商 。 利 用 乘法 的 运算 法 则 容易 验证 ,这 样 定 义 的 除法 
运算 是 乘法 运算 的 逆 运 算 。 

全 体 复数 集合 按照 上 述 运算 法 则 构成 一 个 数 域 , 称 为 复数 域 。 与 实数 域 不 同 的 是 ,在 复数 
域 中 不 能 规定 复数 的 大 小 。 

例 1.1 设 z、z 为 两 个 复数 ,读者 自行 证 明 苍 复数 具有 下 列 性 质 : 

(1) z Eze = +z; (D а * Ze =Z * 2,5 


а›(®)=@, (4) z + z=[Re z} +[Im z} = ||; 


(5) Rez=4(2+z); (6) Im z=1L¿z—2, 
2 2i 


1.1.2 复数 的 几何 表示 , 模 与 辐 角 


从 复数 相等 的 规定 可 以 看 出 ,复数 = 与 有 序 实数 对 (z,y) 构 成 一 一 对 应 的 关系 。 因 而 在 
建立 了 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 Ory 的 平面 上 ,可 以 借助 横 坐 标 为 x、 纵 坐标 为 y 的 点 来 表示 复数 ， 
进而 建立 起 平面 上 的 点 和 复数 之 间 一 一 对 应 的 关系 。 

此 时 ,z 轴 称 为 实 轴 ,y 轴 称 为 虚 轴 ,两 轴 所 在 平面 称 为 复 平面 或 = 平面。 

引入 复 平面 后 ,可 以 把 “点 z" 和 “ 数 >” 作为 同义词 “点 集 " 和 
“复数 集 " 作 为 同义词 ,从 而 便于 用 几何 知识 来 研究 复数 。 

此 外 ,也 可 以 用 向 量 = 来 表示 复数 = ,并 且 这 里 的 向 量 是 自由 
向 量 ,即将 一 个 向 量 平移 仍 代表 同一 复数 。 因 而 复数 与 平面 上 的 
向 量 也 构成 了 一 一 对 应 的 关系 (图 1 - 1) 。 通 过 这 种 对 应 关系 ,可 
以 利用 复数 研究 诸如 速度 、 加 速度 、 电 ( 磁 ) 场 强度 等 实际 问题 中 
常见 的 向 量 。 

向 量 < 的 长 度 ~ 称 为 复数 = 的 模 或 绝对 值 , 记 作 |z| 二 r= 二。 图 1-1 复数 的 几何 表示 
Ух +. 

由 图 1- 1 知 


ЕЕЕ ЕБЕ lz <i z+ y! (1.5) 
现在 说 明 复数 四 则 运算 的 几何 意义 。 先 介绍 加 法 和 减法 的 几何 意义 。 两 个 复数 相 加 或 相 
减 时 ,其 实 部 和 虚 部 分 别 相 加 或 相 减 ,因此 ， 代表 复数 的 向 量 应 按照 平行 四 边 形 法 则 相 加 减 ， 如 
图 1-2 所 示 。 
根据 三 角形 两 边 之 和 不 小 于 第 三 边 、 两 边 之 差 不 大 于 第 三 边 的 结论 ， 由 图 1-2 可 以 得 到 
如 下 不 等 式 ， 
| za +z |I z | 十 | | (1.6) 
Га = а IKI] = 1—1 z || a.n 
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其 中 ,|z 一 二 | 在 几何 上 表示 复数 =, 与 z, 之 间 的 距 
离 。 
这 两 个 不 等 式 也 可 以 用 代数 方法 给 以 证 明 。 
lza tzl? =z + )(® Ба) = 
m Zi +z: Zs 十 zz Z Ба z= 
| |: +z +z m +|z 12 
Га |: +2Re(z g) + |z, 12 
lal +2lz 1 |+ |z 12 = 


Са 141210 
两 边 开 方 , 即 得 不 等 式 (1.6)。 式 (1.7) 可 用 类 似 方法 > 
证 明 。 
式 (1.6) 可 以 推广 到 多 个 复数 的 情况 ,利用 数学 归 图 1-2 复数 的 加 法 与 减法 
纳 法 ,可 以 证 明 
Га +++, |<] аз | 十 | z | 十 十 | z l (1.8) 


下 面 引入 复数 辐 角 的 概念 。 
2920 时 , 称 向 量 z 与 x 轴 正 向 之 间 的 夹 角 0 为 复数 = 的 辐 角 , 记 作 O= Ате х, ЖМ, 
tgO=tg (Arg =Z. 显然 , 任 一 非 零 复数 z 的 辐 角 可 取 无 穷 多 个 值 , 而 值 与 值 之 间 相 差 2r 


的 整数 倍 。 通 常 把 满足 一 zx 一 % 福 r 的 辐 角 % 称 为 Arg z 的 主 值 或 < 的 主 辐 角 , 记 为 o= arg 
z, Ж arg z 也 表示 辐 角 的 某 一 特定 值 。 显 然 
0= Arg z = @% + 2kr = arg z+ 2kr, (k=0, 土 1, 土 2,…)。 


当 z=0 Н]. ЖЖЖ. 240 时 , 辐 角 主 值 arg z 与 arctg AWF AR: 


arctg >, &>0 
т 
P z=0,y>0 
У 
arctg 之 十 A， х<0,у>0 
agrad 1 т 7 (1.9) 
arctg Ž— x, r<0,y<0 
z 
= х=0,у<0 
x, х<0,у=0 


Si Р 86.8 
其 中 ， 2 <arctg — <° 
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因为 r,9 也 可 以 看 作 点 z 的 极 坐标 ,利用 直角 坐标 和 极 坐标 之 间 的 关系 , 则 有 


z = rcos0, = rsin0 


所 以 任 一 非 零 复数 = 均 可 表 为 

z = z+ iy = r(cos 0+ isin 0) (1.10) 
式 (1.10) 称 为 复数 的 三 角 表 示 式 。 

利用 欧 拉 公式 
e” = cos 0+ isin 0 
得 
z = re” (1.11) 

式 (1. 11) 称 为 复数 的 指数 表示 式 。 而 称 іу 为 = 的 代数 表示 式 。 复 数 的 三 种 表示 式 可 
以 相互 转换 ,以 适应 解决 不 同 问题 的 需要 。 


例 1.2 求 复数 | 二 Cz 关 1) 的 实 部 、 虚 部 和 模 。 
解 因为 


1+z_ (十 zz) 1 一 zz 十 < 一 三 _ 
l—z (1—@(1—«) 11 一 = 上 


1 ?十 2 iImz 
Eik 


所 以 


1 十 = “1 一 | z 下 l+z_ _2Imz 
Beles Ted Mie acel 


1 十 z| 


1 一 z 


_1+# . (z) = 1+z.Irz _ 


一 1 一 >z>”\i 一 > l= Ir 
1 十 = 1 十 | = |? +2Rez 

| 计生 = zr 

所 以 


|2 _ М1+[#[ +2Rez 


I 一 =| [1—#| 
例 1.3 将 下 列 复 数 分 别 化 为 三 角 表 示 式 和 指数 表示 式 。 
(1) z=—1—V3i; (2) == (1 —созф) +і sinp, (0<ф<л), 
解 (1) 因为 


r=|z|=Vi+3= 


6, =argz—arcte (ЖУЗ )—к= _ 


第 1 章 复 数 


所 以 = 的 三 角 表 示 式 为 
z = 2[cos(— л) 十 isin( 一 29] 
z 的 指数 表示 式 为 


(2) 因为 
z = (1— cosp) +i sing = 

2sin $ + 2i sin Feos £ 

所 以 = 的 三 角 表 示 式 为 
= 2sin 卫 | Ж. Жула. 
z = 2sin созу — $) +i sing — 90) 

z 的 指数 表示 式 为 

z = 2sin fet pi 


利用 复数 的 指数 形式 作 乘法 和 除法 不 仅 比 较 简单 ,而 且 有 明显 的 几何 意义 。 设 有 两 个 复 


数 
zı = тей 一 mi(cosbhl 十 isinb)， т; 一 me = ғ, (соз, +i sin0,) 
则 
ziz: 二 rirz[cos(0 + 6.) +i sin(0, +0,)] = 
тте 
于 是 
laz |=| |11 (1.12) 
Arg (zizz) = Argz + Argz (1.13) 


从 式 (1.12)、(1.13) 可 以 看 出 :ziz* 所 对 应 的 向 量 是 把 z, 所 对 应 的 向 量 伸 长 (缩短 ) < | 倍 , 然 
后 再 旋转 一 个 角度 0, 得 到 的 。 


H z = e я: (sa 天 0) 及 式 (1. 12),(1. 13) 得 


= 
= 


= lal 
lz | 


(1.14) 


Arg = = Arg&, 一 Argz: (1.15) 


即 两 个 复数 商 的 模 等 于 它们 的 模 的 商 , 商 的 辐 角 等 于 它们 的 辐 角 的 差 。 
注意 要 正确 理解 上 面 两 个 关于 辐 角 的 等 式 (1. 13) 和 (1.15) ,由 于 辐 角 的 多 值 性 ,它们 是 表 
达 集合 相等 的 式 子 , 应 理解 为 对 应 于 Ага ста, È Arg 好 ) 的 任 一 值 ,一 定 可 以 找到 Arg =, 和 


+5 
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Агат: 的 各 一 个 值 使 等 式 相等 ,并 且 反 过 来 也 成 立 。 

例 1.4 证 明 三 角形 内 角 之 和 等 于 r。 

证 设 三 角形 三 个 顶点 为 mn ,zs ,zs; 对 应 的 三 个 顶 角 分 别 
为 a,B,7, 则 a,B,Y 均 为 (0,") 之 间 的 角 ( 图 1-3)。 由 复数 乘法 
的 几何 意义 , 知 


== 
由 于 
,a zs L] 


= 


一 = z = = z — x: 
arg 1 +arg L — + arg 2— 
m m= P. 


= x+ 2kx 
23 


其 中 ,为 某 个 整数 。 因 为 0 一 ae 十 8 十 Y<3x, 所 以 人 一 0, 即 "十 B+7y 一 rr。 
我 们 还 可 以 用 复数 形式 的 方程 (不 等 式 ) 表 示 适 合 一 定 条 件 的 几何 图 形 , 也 可 以 由 给 定 的 
复数 方程 (或 不 等 式 ) 确 定 它 所 表示 的 平面 图 形 。 
@ 1.5 复 平面 上 过 z z 两 点 的 直线 的 参数 方程 为 
к =а+!(@—@), Соо << оо) (1.16) 
МОй |z zol = К ӘК ЖИ ЕИ zo Ж.К 为 半径 的 圆周 。 


113 复数 的 乘 寡 与 方 根 


设 290 是 一 个 复数 ,n 为 正 整数 , 称 "个 = 的 乘积 为 z 的 nn 次 舌 , 记 为 2", 则 
z = ze rez = е“ = r"(cosn0 +i sinn) (1.17) 
34 r=1 时 ,可 以 得 到 著名 的 德 莫 弗 (De Moive) 公 式 ， 
(созӣ + i sin0)" = cosm + i sinnô 

接 下 来 考虑 非 零 复数 z 的 n 次 方 根 。 凡 是 满足 方程 o" == 的 w 值 称 为 < 的 n 次 方 根 , 记 
H ®=ў:. 
当 є=0 Rt, В 0—0; M 2520 8, 8 

z = re” = r(cosg 十 i sinb),o = ре” = р(соѕф + i sing) 
Ç 


则 
pre = p'(cosng +i sinnp) = r(cos0-+i sin0) = re” 
所 以 
=r, пр = 0+2km, (一 0, 土 1, 士 2…) 
因此 z hyn 次 方 根 为 
в 


Б ы 
сыы 


0+ 22х 
п 


1 
т" (cos 


таш ЕЛЕ +2; 


显然 ,只 要 取 & 一 0,1,2,…,m 一 1 就 可 以 得 到 个 不 同 的 根 ,k 取 其 他 值 时 ,得 到 的 一 定 是 这 个 值 中 
的 一 个 。 例 如 , 当 k=n Во, =r e* у k=0 时 所 得 的 值 相同 。 因 此 ,wo 一 次 有 ?个 不 同 的 值 


6 十 2kr 9 十 2kr) 
п п 


о = {Е = тее = r* (соз 

其 中 ,k=0,1,2,…,n 一 1。 

jË оо =r* e , 则 式 (1. 18) 又 可 写 为 

о ето,  (#=0,1,2,+,п—1) 

这 表明 :w п 个 值 ,可 由 o, 为 起 点 ， каин ар` 4... D on 而 得 到 。 因 此 , 非 
零 复数 = 的 n 个 不 同 的 n 次 方 根 均匀 分 布 在 以 原点 为 圆心 ,半径 为 r* 的 贺 周 上 , 即 它 们 是 内 
接 于 该 圆周 的 正 n 边 形 的 n 个 顶点 。 

例 1.6 求 /一 16。 

解 ”因为 一 16 一 16(cosx 十 i sinz) ,由 公式 (1. 18) 得 

МЕТЕ = 2(сов TER. i sin TEZAT), (k= 0,1,2,3) 


十 i sin ‹1.18) 


所 以 


当 k=0 时 ,om 一 2(cos Ç +i sin 2) =/2+/2i; 


当 &=1 时 ,ms 一 2(cos Sri sin З.к) = —/2-+/1; 


4 
当 k=2 时 ,y=2(eos Sr+isin 3-2) = —/2— (Zi 


了 x+i sin Tx) =, 


当 & 一 3 时 ,一 2(cos + 4 


1.2， 复 平面 上 的 曲线 和 区 域 


1.2.1 平面 点 集 的 一 般 概念 


作为 变量 的 复数 都 有 自己 的 变化 范 
平面 点 集 的 一 些 基本 概念 。 
平面 上 以 zo 为 圆心 ,任意 正 数 ó 为 半径 的 圆 为 
1z—z |< ë 


, 它 在 复 平 面 上 的 某 个 点 集 内 变化 。 在 这 里 先 介绍 
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所 确定 的 点 集 称 为 点 = 的 3 - 邻 域 。 由 不 等 式 
0 一 | 2—2 |< Š 

所 确定 的 点 集 称 为 点 =, 的 3- 去 心 邻 域 。 

设 G 为 一 平面 点 集 , 若 G 中 点 <。 有 一 邻 域 完全 含 于 G 中 , 则 称 z, 为 G 的 内 点 ; 若 G 中 的 
点 都 是 它 的 内 点 , 则 称 G 为 开 集 。 若 在 点 已 的 任意 邻 域 中 ,有 属于 G 又 有 不 属于 G 的 点 , 则 
FK P HG 的 边界 点 ;G 的 边界 点 的 全 体 称 为 G 的 边界 。 

边界 点 可 以 属于 G, 也 可 以 不 属于 G。 若 点 P 有 一 个 8 - 邻 域 完全 不 属于 G, 则 称 了 为 G 
的 外 点 。 若 某 一 点 z 的 任意 邻 域 都 含有 G 的 无 穷 多 个 点 , 则 称 z, 为 G 的 聚 点 ; 若 G 的 每 个 
EAMA FG MP G 为 闭 集 。 

如 果 存在 正 数 M, 对 于 G 内 任 一 点 都 有 |z| 二 M, 即 G 可 以 含 在 某 个 以 原点 为 圆心 的 加 
内 , 则 称 G 是 有 界 的 ,否则 称 它 为 无 界 的 。 


1.2.2 曲线 和 区 域 


所 谓 区 域 D, 是 指 满足 下 列 两 个 条 件 的 平面 点 集 : 

(1) D 是 开 集 ; 

(2) D 是 单 连通 的 , 即 点 集 D 中 任意 两 点 ,都 可 以 用 一 条 完全 含 于 D 内 的 折线 连接 起 来 
(图 1-4)。 

区 域 D 加 上 它 的 边界 C 称 为 闭 域 , 记 为 

D=D+C 

例如 :|z| 二 1 是 区 域 ,|>| =1 是 它 的 边界 ,1z| 夺 1 是 闭 域 ,它们 都 是 有 界 集合 。 

圆 环 域 :m 11 Со 是 有 界 区 域 ( 图 1 - 5); 而 圆 的 外 部 :|z 一 zo| 二 R, 上 半 平 面 :Imz>0 
(图 1-6), 角 形 域 :0<argz<8( 图 1 -7) 以 及 带 形 域 y <Imz<y: (8 1 - 8) 等 是 无 界 区 域 。 


图 1-4 区 域 图 1-5 MFR r<ir <r 
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зА 2 
а 
7 7 
ó о 
1-6 上 半 平 面 Imz—0 图 1-7 角形 域 :0 一 argz 一 0 


为 了 研究 一 般 的 区 域 ,下 面 介绍 曲线 的 概念 。 

设 (0),y(t) 为 闭 区 间 [a, 有 四 上 的 两 个 连续 的 实 变 函 数 , 则 由 复数 方程 := 一 z() 一 z(i) 十 iy 
(D(a<1<B) 所 确定 的 平面 点 集 称 为 复 平面 上 的 一 条 连续 曲线 。 对 于 连续 曲线 C : =l), 
WU аа 8, а, 8, Ф nn 时 ,z(t1) 隆 z(t,), 即 曲线 没有 重点 ( 纽 结 ), 则 称 C 为 简单 曲 
线 ; 当 z(a) =: Н.Ш СУМАШ. 

如 果 在 区 间 ае Er (OM (2) 都 是 连续 的 , 且 ZG) = z G) +iy (0 天 0, 则 称 曲线 
C: zx 二 z(1),a<t<B 为 光滑 的 。 由 有 限 段 光滑 曲线 连接 而 成 的 曲线 称 为 按 段 光滑 曲线 。 

可 见 ,一 条 简单 闭 曲线 C 将 复 平面 分 成 两 个 区 域 :其 中 一 个 是 有 界 的 , 称 为 C 的 内 部 ; 另 
一 个 是 无 界 的 , 称 为 C 的 外 部 。C 是 这 两 个 区 域 的 共同 边界 。 

如 果 区 域 D 内 任意 一 条 简单 闭 曲 线 的 内 部 均 含 于 D 内 , 则 称 D 为 单 连通 区 域 ;不 是 单 连 
通 的 区 域 称 为 多 连通 区 域 (图 1-9). 


ee 


图 1-8 WER: y < zy 图 1-9 多 连通 区 域 


直观 地 说 ,没有 * 洞 ”的 区 域 是 单 连通 区 域 , 有 * 洞 "的 区 域 是 多 连通 区 域 。 
带 形 域 . 角 形 域 .上 半 平 面 等 都 是 单 连通 区 域 , 圆 的 外 部 , 圆 环 域 等 是 多 连通 区 域 。 


例 1.7 жеар |22 <з 的 点 = 所 构成 的 点 集 ,作出 它 的 图 形 。 并 指明 它 是 有 


z+ 


“pe 
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界 区 域 还 是 无 界 区 域 ,是 单 连通 的 还 是 多 连通 的 。 
解 由 于 中 <3, 即 1 一 21<31= 十 21( 显 然 < 


一 2), 亦 即 |z 一 2 上 < 一 91z 十 21 ,因此 
(z 一 2)(z 一 2) <9(z+2)(z+2) 


整理 得 
аъ +40 


从 而 有 
(z+ 了 (+) >£ 图 1-10 例 1.7 的 图 形 
即 |z 十 号 | 过。 这 是 一 个 以 点 (一 号 ,0) 为 加 心 ,以 号 为 半径 的 回 周 的 外 部 区 域 ,是 无 界 的 多 
连通 区 域 (图 1 - 10)。 
1.3 jË k & 5 2 ik # 


复数 还 有 一 种 几何 表示 法 , 即 用 球面 上 的 点 表示 复数 。 
在 三 维 欧 氏 空间 中 建立 直角 坐标 系 Or z; z, , $ Олт, 平面 为 复 平 面 。 考 虑 一 个 半径 为 


1 的 球面 :zi 十 在 十 二 二 1, 则 复 平面 与 球面 交 于 赤道 。 称 点 (0,0,1) 为 北极 , 记 为 N( 图 1- 
11)。 


图 1-11 复 球面 


用 直线 段 将 N 与 复 平 面 上 点 相连 接 ,此 线段 只 与 球面 交 于 一 点 P。 若 假设 
z=ZX+iy,P=(z1 ,7 ,73) 
因为 过 点 = 和 N 的 直线 上 的 点 应 为 
(а – 02,0 — 005,2), (一 ce < t <+ оо) 


于 是 与 点 P 相对 应 的 上 应 满足 
。10 。 
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= ы Шоп шш ЭЕ o — — ИЕ 
1—02 601—0) 20 = 1 
fs 
所 以 :一 |; 于 ,进而 得 点 P 的 坐标 为 


z+z еа 2 —= 35 122—1 

[2 1+1 Че [+11 -Hk 

EZMA Р АЕ (лу, ола ШИГ 805 ЕО Е ЕО = к=х+1у= 
тч 

这 样 球面 上 除 北极 N 之 外 所 有 点 都 与 复 平面 上 的 点 一 一 对 应 起 来 。 并 且 注 意 到 , 当 点 z 
无 限 远离 原点 , 即 |<| 无 限 增 大 时 ,点 无 限 地 接近 于 N。 因 此 ,北极 N 可 看 作 与 复 平面 上 一 
个 模 为 无 穷 大 的 抽象 点 相对 应 ,这 个 抽象 点 称 为 无 穷 远 点 ,并 记 为 c。 包 括 无 穷 远 点 在 内 的 复 
平面 称 为 扩充 复 平面 。 与 它 对 应 的 整个 球面 称 为 复 球面 。 不 包括 无 穷 远 点 在 内 的 复 平面 称 为 
有 限 复 平面 或 复 平面 。 

在 扩充 复 平面 上 , 任 一 直线 都 经 过 无 穷 远 点 ,任意 两 条 相交 直线 都 交 于 无 穷 无 点 , 即 共有 
两 个 交点 。 

下 面 规定 无 穷 远 点 的 运算 : 设 = 为 复数 ,规定 


(1) 292оовў z Боо ооа оо, Ž=0, 2 =00; 


2 = 


(2) 2520 但 可 为 co 时 ,co ，z 二 x。 о0о, 00 


(3) co 士 covco .0,20,0 ЖХ. 


注意 :oo 的 实 部 、 虚 部 及 辐 角 均 无 意义 ,1oo| 二 oo。 另 外 ,如 无 特殊 声明 ,本 书 中 所 提 到 的 
复 平面 一 般 都 指 有 限 复 平面 。 


习题 1 
1. ЖТЗ Ва и ила. 
2i_2 


1 asi а! 
а) ЕЕ D з 5р» 


(3) тї! w ваті, 
2. 若 复数 = ,zs 满足 lx: 1 一 1,|1zz| 


3. таса sqa ЖЕК 


az= oit, 


І: 


“п. 
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(3) 一 1+iV3， CD Ссоззр 1 зіп30)1° 


4. 求 一 1 十 2i,3 十 4i 的 球面 表示 。 
5. 证 明 : 如 果 z 为 实 系数 方程 
aoz" 十 aiz :十 … 十 aiz 十 as 一 0 
的 根 , 则 z 也 是 它 的 根 。 
6. 求 下 列 各 式 的 值 。 


Si 
а) (28) А (2) VII 


Т. 252052 三 点 适合 条 件 := Ба Баз 0 AR |z | |а 1 = z, | =1, REH z sz ,zs 
是 一 个 内 接 于 单位 圆周 1z| 一 1 的 正三 角形 的 顶点 。 

8. 证 明 : 复 平面 上 的 直线 方程 可 以 写 为 

az 十 az 一 < 

其 中 ,a 是 非 零 复 常数 ,c 是 实 常数 。 

9. 证 明 : 复 平面 上 的 贺 周 方程 可 以 写成 

zz 十 az 十 ax 十 < 一 0 

其 中 ,a 为 复 常数 ,c 为 实 常数 。 

10. 下 列 关系 式 表示 的 点 = 的 轨迹 是 什么 ? 是 不 是 区 域 或 团 区 域 ? 若是 ,指明 它 是 有 界 
的 还 是 无 界 的 , 单 连通 的 还 是 多 连通 的 ? 

(1) [z—il=|z+il; (2) |z—1|<4|[z+1l; 

(3) |z—2| +|=+2| <6; (4) |z—2|—|z+2|>1; 

(5) zx— (2+)x— (2—i)z>4, 


. 12. 
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解析 函数 是 复 变 函数 的 主要 研究 对 象 , 它 在 理论 和 实践 中 有 着 广泛 的 应 用 。 本 章 首先 给 
出 复 变 函数 及 其 导数 的 定义 ,然后 引入 解析 函数 的 概念 以 及 函数 解析 的 判别 方法 ,最 后 介绍 一 
些 常用 的 初等 解析 函数 。 
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2.1.1 复 变 函数 的 概念 


考虑 平面 上 的 电场 ,每 一 点 (z,y) 上 的 电场 强度 是 一 个 向 量 TI= (Iz,T?), 它 与 点 (z,?) 的 
位 置 有 关 。 可 以 把 工 看 作 复数 工 一 二 十 il,, 它 是 依赖 于 点 < 二 (zx,y) 的 函数 , 记 作 1 二 1(z), 这 
就 是 复 变量 < 的 函数 。 下 面 给 出 复 变 函数 的 严格 定义 。 

定义 2.1 设 已 是 一 个 复数 集 。 若 对 下 中 每 一 个 复数 = 一 十 i? ,按照 一 定 的 规律 ,有 确 
定 的 复数 ww 二 u 十 iv 与 之 对 应 , 则 称 w 是 变量 z 的 函数 , 记 作 ww 二 /(z)。E 称 为 函数 (x) 的 定 
义 域 。 A 二 /(E) 二 {f(z)1zEE) 称 为 函数 /(z) 在 E 上 的 值 域 。 

ШЖ. z 的 一 个 值 对 应 着 一 个 zw 值 , 则 称 /(z) 为 单 值 函 数 ; 如 果 z 的 一 个 值 对 应 着 两 个 或 
两 个 以 上 的 ww 值 , 则 称 /(z) 为 多 值 函 数 。 例如 по |21 u= = 均 为 单 值 函数 ,而 w= 如 (Cn 之 
2, 自 然 数 ) w= Arge 均 为 多 值 函 数 。 本 书 中 如 不 作 特 别 声明 , 提 到 的 函数 均 为 单 值 函 数 。 

车 令 z==r+iy,u=u-rio, JE u= f(z) Гу 38 

w= f(z) = еба + iy) = u(z,y) +iv(r,y) 
因此 ,给 出 了 一 个 复 变 函 数 w= f) ,相当 于 给 出 了 两 个 二 元 实 函数 u=u(z,y),u=u(z,y); 
反之 , 若 给 出 了 两 个 二 元 实 函数 u=u(z,y) fl о облу) Ñ| u=u(z,y) tive y RART 
z=r+iy 的 一 个 复 变 函数 岂 一 (=)。 

在 微 积分 中 ,常常 把 函数 用 几何 图 形 表示 出 来 ,这 样 在 研究 函数 的 性 质 时 ,这 些 几何 图 形 
会 使 我 们 得 到 许多 有 益 的 启示 。 但 是 ,在 研究 复 变 函数 时 ,由 于 自 变 量 z 和 因 变 量 o 都 是 复 
数 ,不 便于 用 一 个 平面 或 一 个 空间 上 的 点 集 来 给 出 其 几何 图 形 ,因而 需要 用 两 个 复 平面 上 的 点 
集 之 间 的 对 应 关系 来 表示 。 具 体 地 说 , 设 给 定 的 两 个 复 平面 为 = 平面 和 平面。 已 是 = 平面 
上 的 点 集 ,函数 ш= 7(z) 在 巨 上 有 定义 , 它 的 值 域 A— f(E) J: ww 平面 上 的 点 集 。 对 于 任意 z 
€ E, ЕЙ ш= f) ,点 wo 二 f(zo)E A 与 之 对 应 。 这样 ,函数 w 一 了 (<) 就 建立 了 平面 
上 的 点 集 忆 уо ЖЩ ЕЙ ДЖА 之 间 的 一 个 对 应 关系 ( 见 图 2- 1)。 通 常 把 ww 一 7(z) 称 为 = 
平面 上 的 点 集 忆 R о 平面 上 点 集 A 之 间 的 映射 (或 变换 ) ,把 值 域 A 对 应 的 点 集 称 为 集 E 在 
映射 外 =/(z) 下 的 像 ( 集 ),E 称 为 A 的 原 像 ( 集 )。 

同 实 变量 函数 一 样 , 复 变 函数 也 有 反 函 数 的 概念 。 

定义 2.2 设 A 是 < 平面 上 的 点 集 E 通过 函数 ww 一 所 =) 相 对 应 的 点 集 。 若 对 于 任意 wE 
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d © Ы © 


ЫЈ 


图 2-1 AR EBARA 的 对 应 
A, 按 照 w= 二 f(z) 的 对 应 规则 ,在 EE 中 有 一 个 或 多 个 点 z 与 之 对 应 , 则 得 到 的 z 是 w 的 函数 ， 
记 作 z=g(w)。z=g(w) 称 为 函数 w= f(x) 的 反 函 数 ,也 称 为 映射 (或 变换 )w== /(z) 的 逆 映 
射 (或 逆 变 换 ) 。 

注意 :一 个 单 值 函 数 的 反 函 数 可 能 是 多 值 的 。 例 如 ,函数 w= 是 z 的 单 值 函 数 , 但 它 的 
Б = 一 Vzw 却 是 多 值 ( 双 值 ) 函 数 。 

另外 ,关于 复合 函数 .有 界 函数 和 无 界 函数 有 理 函 数 和 无 理 函数 ,初等 函数 和 初等 超越 函 
数 的 定义 , 均 与 微 积分 中 的 相应 定义 在 形式 上 一 样 ,这 里 不 再 一 一 复述 。 


2.1.2 复 变 函数 的 极限 与 连续 


定义 2.3 ИЙ о ОЕ z 的 某 去 心 邻 域 0 二 1z 一 z。| <p 内 有 定义 ,A 为 一 个 确 . 
定 的 复 常数 。 如 果 任 意 se<0, 都 存在 正 数 p) ,使 当 0<|z 一 zo1<5 时 , 恒 有 |f(zx) 一 A|< 
e, 则 称 A 289 f (z) 54 z Т zo 时 的 极限 , 记 作 š 

limf(z) = A 或 f(z) — Alz — zo) 
сөз 

这 个 定义 虽然 在 形式 上 和 微 积 分 中 一 元 函数 的 极限 定义 完全 相同 ,但 这 里 的 要 求 要 苛刻 
得 多 。 在 微 积分 中 ,函数 F(z) 当 z— zo 时 极限 lim7(z) 是 否 存在 ,只 须 考虑 在 х Ех 沿 着 
хь 的 左右 两 个 方向 的 极限 存在 而 且 相 等 :而 复 变 函数 f(z) 当 x 一 z。 时 极限 limf(z) 的 存在 性 ， 
则 要 求 = fE z, 的 邻 域内 沿 任何 路 径 , 以 任何 方向 、 以 任意 方式 趋 于 zo 时 ,极限 limf/(z) 存 在 而 
且 相 等 。 

下 面 给 出 复 变 函 数 极限 的 一 些 结果 ,由 于 它们 的 证 明 方 法 与 微 积分 中 的 有 关 定 理 类 似 , 在 
这 里 把 证 明 略 去 。 

定理 2.1 HEH w= f) Suly) Hive, y), A= u Hiv ze = л iy, Д/С) = 


A 的 充 要 条 件 是 
м» 
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limu(z,y) = ио, ітоб(х,у) = v 
= = 


定理 2.2 #limf(z)=A,limg(z)=B,W 
кен = 
A) lim(f(z) +zg(z2))=A+B; 
сч 
(2) limf(z)g(z)=AB; 
= 


g(z) 

定义 2.4 RER /(z) 在 区 域 D 内 有 定义 ,zo € D。 若 limf(z) 二 了 (x。), 则 称 函数 w= 
了 f(z) 在 点 zo 处 是 连续 的 ;车 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 处 处 连续 , 则 称 w= СЕБ D 内 是 连续 
的 。 

由 定义 2. 4 定理 2. 1 和 定理 2. 2 可 得 如 下 两 个 定理 。 

定理 2.3 Ж ш f(z)=u(r,y)+iu(r,y)#E É зо = то Hiyo 处 连续 的 充 要 条 件 是 : 它 
的 实 部 u(z,y) 与 虚 部 vCz,y) 都 在 (zs,ye) 处 连续 。 

定理 2.4 ”两 个 连续 函数 的 和 、 差 , 积 都 是 连续 的 ; 当 分 母 不 为 零 时 , 商 也 是 连续 的 。 

还 可 以 证 明 ,连续 函数 的 复合 函数 仍 为 连续 函数 。 

当 f(z) 一 wx(z,y) 十 io(z,y) 在 闭 区 域 万 内 连续 时 ,利用 二 元 函数 wx(z,y),o(z,y) 在 万 内 
的 连续 性 ,可 知 | f(z) | 在 万 内 有 界 , 并 且 可 以 取 到 最 大 值 与 最 小 值 。 
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O) пп СӘ = A (Во). 
lin 


2.2.1 复 变 函数 的 导数 


现在 把 实 变量 函数 中 的 导数 概念 推广 到 复 变 函数 。 
定义 2.5 Ш и ЕК р 上 有 定义 ,zeEe D,zo 十 AzED。 若 极限 
lim fG +42) — f) _ jm Af 


ao Az 5-0 AZ 


存在 , 则 称 СОЕ со 可 导 或 可 微 ,这 个 极限 值 称 为 f(z) 在 = 的 导数 , 记 为 (zo) E| _ 
dw 

КЕЧИШ. 

2 4 


= z 


_ dw _ pn Рб + Az) — fz) 
f' G) = 4 > Е Az 


车 函数 f(z) 在 区 域 D 内 处 处 可 导 , 则 称 F(z) 在 D 内 可 导 。 


与 一 元 实 变 函 数 一 样 , 若 函 数 /(z) 在 点 zo 处 可 导 , 则 它 在 z 处 连续 。 事 实 上 ,由 导数 定 
义 , 对 于 任意 6 汪 0, 存 在 5>0, 使 当 0<|Az|<5 时 ,总 有 


©. 
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Рб Ао) fen) 


Az 
令 
p(Az) = D 
则 
flzot Az) 一 (zxo) = f (о) А + (Ле) Az 
于 是 由 
limp(Az) = 0 
ed 
得 
lim[ /( + Az) — f(z)] = 0 
armo 
Bp 
lim fleo + Az) = Со) 
从 而 f(x) 在 zo 处 连续 。 
例 2.1 当 f(z)==C( 常 数 ) 时 ,有 (C)’ 一 0。 
证 对 任意 x 有 
m ГВ Аа) fO) р СС 
га Az Шала 10 
所 以 (C)’=0 


例 2.2 试 证 (x) 二 xz"(n 为 正 整数 ) 在 复 平面 上 处 处 可 导 , 且 С) пат, 
证 对 任意 点 <, 由 于 
lim + А) -SW _ lim Gta = 


n(n— 1) 


n D,tas me"! 


所 以 PNN Ы 

例 2.3 证 明 f(z)=z 在 复 平 面 上 连续 ,但 处 处 不 可 导 。 

Ж ЯЯ ЖШЕЕЖ— о РС) f) l= [ео | = 1 5 | |е о |. 
任意 e>0, 取 =e, |а zo| <8 M,A | fC) — f Czo) l<e Айй f(z)== 在 复 平面 上 处 处 连 
续 。 因 为 


SSE Së 


Уб + Az) — fz) _ +Ас—% _ Az 


Az Az С Ат 
当 zw 十 Az 沿 着 平行 于 z 轴 的 直线 趋 于 zo 时 ,上 式 右 端 恒 为 1; 而 当 z + Az 沿 着 平行 于 虚 轴 
的 直线 趋 于 z, 时 ,上 式 右 端 恒 为 一 1。 因 此 , 当 Az—0 时 ,上 式 极限 不 存在 , 即 ГС) =z 在 点 


zo 不 可 导 。 由 于 zo 的 任意 性 ,从 而 f(z)== 在 复 平面 上 处 处 不 可 导 。 
。16 。 
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2.2.2 解析 函数 


在 复 变 函数 理论 中 ,主要 的 研究 对 象 是 解析 函数 。 

定义 2.6 车 函数 SOLA z 的 某 个 邻 域内 可 导 , 则 称 f(z) 在 点 z 解析 ,zo 称 为 F(z) 
的 解析 点 ; 若 函 数 /(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 都 解析 , 则 称 /(z) 在 区 域 D 内 解析 ,或 称 /(z) 是 区 
域 D 内 的 解析 函数 。 

车 函数 /(z) 在 点 zo 不 解析 , 则 称 zo 为 f(z) 的 奇 点 。 


例如 ,函数 /(z) 一 -在 复 平面 上 除去 «= 1 外 都 是 解析 的 ,z 一 1 为 它 的 奇 点 。 


从 函数 解析 的 定义 可 以 看 出 ,函数 在 一 点 解析 与 在 一 点 可 导 的 概念 是 不 同 的 ,但 在 区 域内 
解析 与 在 区 域内 可 导 的 概念 是 等 价 的 。 函 数 在 闭 区 域 万 上 解析 ,是 指 存在 区 域 GD ,使 函数 
ERK G 内 解析 。 

有 些 文献 把 区 域 D 内 的 解析 函数 也 称 为 D 内 的 全 纯 函 数 或 正则 函数 。 

由 于 复 变 函 数 导数 的 定义 在 形式 上 与 实 变 函数 导数 的 定义 相同 ,因此 , 微 积分 中 有 关 求 导 
法 则 可 以 推广 到 解析 函数 中 来 , 即 

定理 2.5 若 函 数 f(z),g(z) 在 区 域 D 内 解析 , 则 其 和 、 差 , 积 、 商 ( 商 的 情况 要 求 在 D 内 
分 母 不 为 零 ) 在 区 域 D 内 也 解析 ,并 且 有 

LAD Eg] = f'(z) + g'(z) 
Св] = f'(z)g(z) + f(z)g' (z) 
[227 = Lg) — g'(z) Са) 
Е) Гес? 

定理 2.6 (复合 函数 的 求 导 公式 ) 设 $=/(z) 在 < 平面 上 的 区 域 D ARH, g OE EF 

面 上 的 区 域 G 内 解析 ,并 且 当 zxED 时 ,5 二 f(z)EG, 那 么 w=g(f(z)) 在 D 内 解析 ,并 且 


dg(f(z)) _ dg(5 df(z) 
dz dí dz 


由 例 2. 2 及 定理 2. 5 知 ,任何 多 项 式 
P(z) = ao 十 az 十 … 十 avz"(Cn 为 正 整数 ,av Z 0) 
在 复 平面 上 是 解析 的 ,任何 一 个 有 理 函数 
55. (P(z) ,Q(z) 是 两 个 多 项 式 ) 
在 复 平面 上 除去 使 Q(z)=0 的 点 的 区 域内 是 解析 的 。 
由 例 2. 3 知 ,函数 Сс) е 在 复 平面 上 任 一 点 都 不 解析 。 
23 柯 西 - 歼 曼 方程 


我 们 知道 ,函数 在 某 点 解析 与 它 的 导数 有 关 。 判 断 一 个 函数 是 否 在 某 点 解析 ,或 者 在 某 一 


“17% 


F(z) = 
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= 


个 区 域内 解析 ,首先 要 看 的 是 这 个 函数 在 这 一 点 及 其 邻 域内 ,或 者 在 这 个 区 域内 导数 是 否 存 
在 。 但 是 用 定义 来 讨论 一 般 函 数 在 某 点 的 导数 ,或 者 检验 它 的 可 导 性 往往 是 比较 困难 的 。 因 


此 ,这 就 需要 去 寻找 一 个 判断 函数 解析 的 比较 简洁 的 方法 。 


定理 2.7 设 函 数 (Sulty) +i EKR D 内 有 定义 。z==zx 十 iy ED 内 的 一 
点 , 则 f(z) 在 点 = 可 导 的 充 要 条 件 是 u(r,y),v(z,y) 在 点 (x,y) 可 微 , 且 满 足 柯 西 - 黎 曼 


(Cauchy - Riemann) 方 程 (简称 C-R 条 件 ) 
ди до de 
Ər ду' ду әх 
且 
аъ до. ди 


= 05и 


= 9+ 
Г) 一 下 二 下 一 下 一 下 


证 必要 性 。 设 /(z) 在 点 z BJ S, f'(z)=a+ib, ня X. 48 
Af = Г С) Аз + (Да) 


(2.1) 


(2, 2) 


RE pAr) =e (Ae) Hie (Ar) ME те 一 0。 又 设 As<= Ar 二 iay,Af= Autis, E 


上 式 的 实 部 和 虚 部 得 到 
Ди = адх — bAy + є (Az) 
До = bAr Баду+ є. (Ағ) 
显然 ,se1(Az) е, (Az) Ж E Е 


- (Az) е. (Az) 
lim —— = lim 一 一 -一 
Az 


0 


areo Az мо 

所 以 x(z,y),u(zyy) 在 点 (z,y) 可 微 , 且 
ди 49У, дир до 
ar ду ay ` Ja 


充分 性 。 设 u,v 在 点 (z+,y) 可 微 , 且 在 这 点 满足 C-R 条 件 , 则 
Ди = u(z + Ах,у+ Ay) —u(z,y) = 
5 | 
бна + онду +] а: |) 
До = uv(z 十 Ar,y 十 Ay) — vlz, y) = 
аъ 
9х 
其 中 ,|Az| УСА САУ), Н lim EAD Lo, jim UAD o, 
Iari~e [Az] 


lee [Az] 
将 第 二 式 乘 以 i 后 与 第 一 式 相 加 得 


ә: 
Аг + Ay +e Az |) 


f(z+Az) — f(z) = Аи + itv = (бкА= + биду) (25а + 5#лу)+ 


18. 


第 2 章 ийек 


一 一 一 一 


e (| Az |) +ies(| Az |) 
由 C-R 条 件 
f+ Az) — fle) = AutiAv = 
д ç š 由 
(96-120) сда іду) tad Az |) +16 (де |) 


ГС + Аа) -f _ аи ідо L ad Az |) +e (| Az |) 
Az 9х ər Az 


所 以 
lim СС А) — f) _ ди | удо 


aro Az ar az 
BD f(x) 在 点 z 可 导 , 则 有 
Ро = 95 +199 = 92—19 
应 用 定理 2.7, 可 以 得 到 函数 在 一 个 区 域内 解析 的 充 要 条 件 , 即 
定理 2.8 函数 /(z)=u(r,y)+io(zr,y)fEDCOR D 内 解析 的 充 要 条 件 是 :uCz,y),u(Cz， 
y) 在 DD 内 可 微 , 且 满 足 C-R 方程 。 
例 2.4 试 证 f(z)=e'(cosy 十 isiny) 在 < 平面 上 解析 , 目 f'(z)= f(z), 


证 因为 w(x,y)=e'cosy,v(z,y) 二 e'siny, 在 平面 上 处 处 具有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 且 


A езіпу =—24 
az 一 ?一 5 Эт sny Jy 


MEC-R 方程 ,由 定理 2.8 知 Ос) Е z 平面 上 处 处 解析 ,并 且 
Рб) = Hyi = ercosy 十 iersiny = f(z) 


例 2.5 讨论 f(z)=|zl? 的 解析 性 。 
解 因为 u(z,y)=zz 十 ,w(xz,y)=0, 而 


ди 
trik = 5-0 


在 = 平面 上 处 处 连续 ,但 只 在 z—0 处 满足 C-R 方 程 , 故 f(z) 只 在 z=0 处 可 导 , 从 而 该 函数 
在 x 平面 上 处 处 不 解析 。 
例 2.6 WEF /(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 f(z)=0(zED), 则 在 D 内 f(z) 恒 为 常数 。 
证 :由 于 f(z)=u(z,y) 十 iv(z,y) 在 DD 内 解析 且 导 数 为 零 , 则 


i i 
Г = 5 +52 = 95 Тау О 


Bit. D ок =5#= э” =Э==о, ТАЕ D и, VARRE D у= ЖЖ. 


例 2.7 设 f(z)==u(r,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 解析 且 /'(z) 承 0。 试 证 曲线 族 uly) 
219. 
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= 一 
=O, SHR vry) =C 正 交 ,其 中 ,Ci ,C: 为 常数 。 


证 ШР 7) EH i o 199, ОЧЕ D 内 任 一 点 不 同时 为 零 。 


若 台 ,到 在 曲线 的 交点 (z,3) 处 都 不 为 零 ,这 时 曲线 ааз) С оа) =C: 在 (x1y) 处 
的 斜率 分 别 为 
ди әу 
д. а. 
kı =— EPA k: 一 一 Jv 
Jy ду 
由 解析 函数 的 C- R 方程 知 ,在 (z,y) 处 ,入 一 一 1。 因 此 曲线 族 u(r,y)=C,,o(r,y)=GC, 
在 点 (z,y) 处 正 交 。 


若 在 曲线 交点 (z,y) 处 弛 与 弛 中 有 一 个 不 为 零 ,由 C- 方程 可 知 ,过 交点 (z,y) 的 两 条 
切线 ,必然 一 条 为 水 平 切线 , 另 一 条 为 铅 直 切 线 ,它们 在 交点 处 仍然 正 交 。 

最 后 需要 指出 的 是 ,车 函数 f(z) = 二 u(r,0) 十 iv(r,0) ,z= 二 r(cos0 十 isin) , 则 f(z) 在 点 < 可 
导 的 充 要 条 件 是 :u(r,0) ur OREO RTM RERLERF C- RIE 


ae -La æ__ lu 
98 = 1095, Rala >0) (2.3) 
且 
т (ди . до 
f(z) = (созб— isin) (28 х +199) = 7 (94-129) 《2. 4) 


2.4 初等 解析 函数 


在 2.3 节 中 ,我 们 知道 多 项 式 P(z) 一 ao 十 az 十 … 十 avz" 在 全 平面 上 解析 ,有 理 函 数 
P(z)/Q(z) 在 除去 Q(z)=0 的 点 外 的 全 平面 上 解析 。 本 节 将 介绍 一 些 其 他 的 复 变 量 的 基本 
初等 函数 , 即 指数 函数 、 对 数 函 数 、 需 函数 、 三 角 函 数 、 双 曲 函 数 ,以 及 反 三 角 函 数 和 反 双 曲 函 数 
等 。 它 们 可 以 看 作 微 积 分 中 的 基本 初等 函数 在 复 域内 的 推广 。 这 些 函 数 经 过 有 限 次 四 则 运算 
和 有 限 次 复合 ,就 得 到 所 有 的 初等 函数 。 


2.4.1 .指数 函数 


定义 2.7 对 于 复 变 数 > 一 z 十 iy, 由 关系 式 
e = е = e (cosy + isiny) (2.5) 
所 确定 的 函数 称 为 指数 函数 。e 也 记 作 expz。 


当 z 取 实数 时 , 即 y=0,z== Bg ее. ВЖ e° 可 以 看 成 实 变量 指数 函数 e* 的 自然 
推广 。 Ў 


220 - 


第 2 章 解析 函 教 


当 z=iy 时 ,得 
e = е? = созу + isiny (2.6) 
式 (2. 6) 称 为 欧 拉 (Euler) 公 式 。 利 用 这 个 公式 我 们 可 以 把 复数 的 三 角 表 示 z=r(cos0+isin0) 
写成 更 加 简单 的 形式 
z= r (2.7) 
式 (2.7) 称 为 复数 的 指数 表示 式 。 
复 变量 的 指数 函数 ,具有 如 下 一 些 性 质 。 
(1) er 在 整个 < 平面 上 都 有 定义 , 且 处 处 不 为 零 。 
事实 上 ,对 于 任意 ,er cosy 和 siny 都 有 定义 ,所 以 e° 在 整个 < 平面 上 也 有 定义 ,又 因为 
Пе | е0, ИАЖ. 
(2) 对 于 任意 的 = ,zz, 有 
ente = en ет 
事实 上 , 设 z == tiy n= іу: W 
ente — entro = 
ent= [cos (yı + уг) 十 isin Су, 十 32)] = 
e"! (соз у + isinyi) * e”? (сов у; 十 isin ys) = 
eto, e etis = ei о e" 
(3) e 是 以 Zai 为 基本 周期 的 周期 函数 , 即 


ө 


е' =e 


事实 上 ,因为 对 于 任意 复数 =, 都 有 


ө 2ч 


е' = e + e° 一 er(cos2r 十 isin2r) = e 
所 以 2ri 是 e 的 周期 。 还 可 以 推出 ,对 于 任意 的 整数 k,2kxi 也 是 它 的 周期 ,但 12ril 一 2r Jë e° 
的 周期 的 模 的 最 小 值 。2xi 叫做 它 的 基本 周期 。 

(4) e 在 z 平面 上 解析 , 且 (e) е", 


此 性 质 的 证 明 见 例 2. 4. 

2.4.2 对 数 函 数 

定义 2.8 对 于 = 天 0, 满 足 方程 > 一 e” HAM w= fK z 的 对 数 函 数 , 记 为 w= 
Lnz。 


令 z=re”,w=u 十 iv, 则 有 e"*"=re”, 因 而 w=lnr,v=0 十 2kx(k 为 任意 整数 ) , 故 
w= Lnz = 1а 1004 26), (kk 为 任意 整数 ) 


w= Lnz = In | z |+ iArgz = 
In | z | 十 iargz 十 2kxiy G 为 任意 整数 ) (2.8) 
ой. 


复 变 函数 与 积分 变换 
— 


其 中 ,一 zr<argz<r。 
因此 ,对 数 函 数 为 一 无 穷 多 值 函数 ,并 且 每 两 个 值 之 间 相 差 2xi 的 整数 倍 。 
对 于 每 一 个 固定 的 ,可 得 一 个 单 值 函数 , 称 为 w= 二 Lnz 的 第 k 个 分 支 , 记 为 
(Lanz), = In |z|+iargz 十 2kxi 
当 k=0 时 , 称 In|z| +iargz 为 对 数 函 数 Lnz 的 主 值 , 记 为 Inz, 于 是 
Inz=In|z|tiargz, (~x < argz < m) (2.9) 
由 式 (2.9),(2.8) 可 写 为 


Lnz = Inz + 2kri, G 为 任意 整数 ) 

在 式 (2.9) 中 , 取 z==x>0,ln|z| =Inz,argz=0, JÁ i lnz=lnz, 这 就 是 在 实 变 函数 中 的 
对 数 函 数 。 因 此 对 数 函数 Inz 是 实 变数 的 对 数 Inz 在 复数 域 上 的 推广 。 

车 z=0, 方 程 =e" 无 解 ,因此 在 对 数 函数 的 定义 中 «=0 应 该 去 掉 , 即 0 没有 对 数 。 

例 2.8 求 Ln (一 1),Ln (1 十 让 及 它们 的 主 值 。 

解 因 | 一 1|=1,arg (一 1)=x, 所 以 

Ln (一 1) = zi + 2kri = (224 1) ті, (为 任意 整数 ) 

它 的 主 值 为 In (一 1)=xi。 


又 因为 1 十 计 一 VZarg (1 十 D 一 于 ,所 以 


їл (1 十 D = тв 2 十 于 i 十 2hri， (为 任意 整数 ) 
它 的 主 值 为 
Уу ж. 
I (+i) = ln 2 + Ti 
下 面 讨 论 对 数 函 数 的 一 些 基本 性 质 。 
(1) Ln (zz:) 一 Lnzi 十 Lnzz (21,220) 
事实 上 ,Ln (zizz) 一 In|zizz| 十 iArg (z z,)= 
а | 十 iArgz +In|z, | +iArgz: = 
Lnz,+Lnzxz; 


(2) Ln 2=1ла 一 Lnzz (1,2290) 


事实 上 ,Ln 2-1 
= = 


z 
2 


+iArg (&)= 
Лаа. |—Inlz: | +iArgz —iArgz: = 
Lnz—Lnz; 
以 上 两 个 等 式 理解 为 , 当 以 上 两 式 中 每 一 式 右 端的 对 数 取 其 一 个 分 支 所 确定 的 值 后 , 左 端 


也 一 定 有 一 个 分 支 的 值 与 之 相等 。 
+ 22. 
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注 :Lnx" 二 nLnz 一 般 不 成 立 , 这 是 因为 有 限 个 无 穷 集合 相 加 ,不 一 定 是 对 应 部 分 相 加 。 

Ш a= == B,Ln 2 =Lnz—Lnz20, 这 是 因为 两 个 无 穷 集合 相 减 ,不 一 定 是 对 应 部 
分 相 减 。 

现在 讨论 对 数 函数 的 解析 性 。 

对 于 对 数 函数 Lnz 的 主 值 Inz=In|z| 十 iargz (一 r<argz<r), 实 部 ln|z| 在 复 平面 上 除 
去 原点 外 处 处 连续 ,而 其 虚 部 argz, 由 于 当 z—0 时 ， 

limargz =— z, limargz = я 

因此 , 它 在 原点 和 负 实 轴 上 都 不 连续 。 所 以 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 复 平面 上 ,inz 处 处 连续 。 

令 |z|=r,argz=0( 一 x<<9<7), 则 Inz=In|z| 十 iargz=Inr 十 9, 于 是 u(r,0)=Inr 及 


v(r,9) 二 9 都 在 (r,9) 可 微 , 且 满 足 极 坐 标 形式 下 的 C-R 方 程 


WN EL дй. >, 
ar r ra эг әд 


以 及 
Л Mv 
(lnz) = (cos0— isin0) (S# +159) = 
ar дг 


(cosg 一 isinb) 1 = 1 
= = 


故 对 于 对 数 函 数 Lnz 的 每 一 分 支 ,有 
((Lnz),)” = (Inz 十 2kri) = Ë 
这 里 上 是 确定 的 。 
这 说 明 对 数 函 数 的 各 分 支 在 复 平面 上 除去 0 和 负 实 轴 外 都 是 解析 的 ,并 有 相同 的 导数 值 。 
243 ЖаН 
定义 2.9 对 于 任意 复数 a, 当 2520 时 ， 
uw = z = et (2.10) 


称 为 = HERR. 
由 于 Lnz 是 多 值 函 数 , 因 此 2" 一 般 也 为 多 值 函数 , 即 


> = lei сынан 一 
[epres Ck HEO (2.11) 
下 面 分 情况 进行 讨论 。 
O) алов, 
Z etm — | z нене 


Хх t 56 СЕ) ЖЕЕ Ж, Т ЗЕ М OF BI ЕА. 


。23 。 


Е RIER 
e 


D 当 a= 士 (n>1, 正 整数 ) 时 ， 


metas 


= 一 | z [е (k = 0,1,+,л—1) 
即 为 根 式 函 数 Yz , 它 是 一 个 n 值 函数 ,有 个 不 同 的 分 支 。 

由 于 对 数 函 数 Lnz 的 各 分 支 在 除去 = 一 0 及 负 实 轴 的 复 平面 上 解析 ,从 而 е {ЕР Б 
zx 一 0 及 负 实 轴 的 复 平面 上 解析 ,并 且 


а = РУ = енн) = le 1 


2 = е 


O) 5 a= 39 ER ВЕРНО ВТ, 


z = esta |а етене нн, Ck = 0,1,--,n— 1) 
这 也 是 一 个 n 值 函数 , 记 为 yz"。 它 的 各 分 支 在 除去 z=0 及 负 实 轴 的 复 平面 上 解析 , 且 (z?) 
wt 


(4) 当 a 为 无 理 数 或 任意 复数 (以 上 三 种 情况 除外 ) 时 ,有 
рр 
而 akn 对 于 不 同 的 人 不 可 能 关于 2 是 同 余 的 (否则 а 就 是 有 理 数 了 ), 所 以 <" 是 无 穷 多 值 函数 ， 
并 且 它 的 各 个 分 支 在 除去 z=0 及 负 实 轴 上 的 点 外 的 复 平面 上 是 解析 的 ,并 且 (x*)' 二 az”' 。 
例 2.9 求 15 及 i 的 值 。 
解 1 = eat = оноо 
(#=0,+1,+2,Э; 


е» нро 


н» (k==0, 土 1, 土 2,…)。 
2.4.4 三 角 函 数 与 双 曲 函数 
由 欧 拉 公式 (2.6)， 


e> = cosy 十 isiny， «7° = cosy 一 isiny 
两 式 相 加 与 相 减 ,有 


cosy = +”, siny = 


这 里 y 是 任意 实数 ,将 y 换 成 任意 复数 = ,就 得 到 下 面 的 定义 。 
定义 2. 10 对 于 任意 复数 = 一 十 iy, 由 关系 式 
全 十 ee 
2 


ei 


cosz = ， sinz = ©—©— (2.12) 
21 


24 。 
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所 规定 的 函数 ,分 别称 为 z 的 余弦 函数 和 正弦 函数 。 

这 样 定义 的 三 角 函 数 , 有 如 下 性 质 : 

O) 它们 在 = 平面 上 解析 , 且 (cosz) 一 一 sinz,(sinz) "一 cosz。 

事实 上 ,因为 指数 函数 在 整个 = 平面 上 解析 ,所 以 cosz,sin = 在 整个 = 平面 上 也 解析 , 且 
有 


ен еу, (е)'—(е*)' _ 
五 = 五 一 

et 

2 


Ginz) = ( 


= созт 


(2) 它们 都 以 2x 为 基本 周期 , 即 

cos (z 十 2r) = cosz, sin (z+ m) = sinz 
事实 上 ,因为 ee,e“ 都 以 2x 为 基本 周期 ,所 以 cosz sinz 也 都 以 2x 为 基本 周期 。 
(3) cosz 是 偶 函 数 ,sinx 是 奇 函 数 , 即 


cos (~z) = созт, sin (— z) =— sinz 


p-d pet-0 ¿eu 
事实 上 ,cos ЕЕ sin (一 z) 一 一 sinz。 


(4) 在 复 平面 上 成 立 如 下 三 角 恒 等 式 
sin (z, + z:) = sinz, cosz; 十 coszlsinzz 
cos (zı + 22) = coszicosz; — sin zı sin zz 
sin’z +cos’z = 1 


eieh epe еч Бете еч ете _ 
21 2 2 21 


事实 上 , sin zicos z; + cos zi sin z: = 


ente) ека) 


二 一 人 一 一 si (zi T za) ,其 余 两 式 的 推导 由 读者 自己 完成 。 
注意 ,在 复数 范围 内 ,sinz|<<1, |cosz|<1 不 再 成 立 , 例 如 


—е 


2 
(5) sinz 的 零点 仍 为 Arvcos= 的 零点 仍 为 于 十 Ar(A 为 整数 ) , 除 此 之 外 ,没有 其 他 零点 。 
同样 ,我 们 也 可 以 由 关系 式 


| sin2i |= 


Sh leoszi | 1 


вс = 3112, ора = 0082, зеза = 1, „с 1 (2.13) 
cosz sinz сове sinz 


. 25 。 
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Еши 


来 分 别 定义 = 的 正切 函数 , 余 切 函数 , 正 割 函数 及 余 割 函数 。 它 们 在 分 母 不 为 零 的 点 处 解析 ， 
并 且 有 

(tgz)'= sec’z, (ctgz) ”一 一 csczz， (secz)’ = secztgz, (cscz)’ =— csczctgz 
其 中 ,正切 和 余 切 函数 的 基本 周期 为 *, 正 割 和 余 割 函数 的 基本 周期 为 2x。 

与 三 角 函 数 联系 密切 的 是 双 曲 函数 。 

定义 2.11 由 关系 式 


shz 一 ， chz= Ete 
2 
_ shz 2 
Һе = $E, оће = 1. (2,14) 
= i га 
sechz = йс, cschz = -1 


数 。 
由 定义 不 难得 到 它们 与 三 角 函 数 相似 的 某 些 性 质 。 下 面 以 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 为 例 。 
(1) shz 5 chz 都 在 z 平面 上 解析 , 且 有 
(shz) = chz, (chz)’ = shz 

(2) shz $ chz 都 以 2xi 为 基本 周期 ; 
G) shz 是 奇 函 数 ,chz 是 偶 函 数 ; 
(4) 在 复 平面 上 成 立 如 下 恒等式 

` sh (z, +22) = shzichz, + chzishz; 

ch (zı +22) = chzichz; + shz shz: 


chèz — эһ? = 1 
(5) shz 的 零点 是 = 一 Amivchz 的 零点 是 (4 十 却 )xi Gk 为 整数 ), 除 此 之 外 无 其 他 零点 
(6) 双 曲 函数 与 三 角 函数 之 间 有 如 下 关系 : 


shz = 


isiniz, chz = cosiz， 


sinz 一 一 ishiz， cosz = chiz 
2.45 反 三 角 函 数 与 反 双 曲 函 数 


反 三 角 函 数 定义 为 三 角 函 数 的 反 函 数 。 由 于 三 角 函 数 是 由 指数 函数 来 表达 的 ,因此 , 它 的 
反 函 数 与 对 数 函 数 有 关 。 
由 方程 < 二 cosw 所 确定 的 解 w 称 为 = 的 反 余弦 函数 , 记 作 w= Arccosz。 因 为 
eee _ emy] 


z = созш = —— 


2 2e™ 
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所 以 ew 一 2ze™ 十 1 二 0。 解 此 关于 e” 的 二 次 方程 ,得 


e = е+у/ Т 
вр iw=Ln (24/210) 
故 有 
w= Arccosz 一 十 Ln УТ) (2.15) 


它 是 一 个 无 穷 多 值 函数 ,这 是 因为 根 式 函数 为 二 值 函 数 ,对 数 函数 为 无 穷 多 值 函 数 。 
同 理 可 得 反正 弦 函 数 和 反正 切 函数 的 表达 式 如 下 : 


w = Arcsinz = а ГРЕЕ] (2.16) 
с. лр 1+iz 
w= Aretgz = 1л HE (2,17) 


жыша B 8 Ж БЕЗАШ ШЖ. UEIN RK EBH A, w= Arech z 定义 为 :一 ch w= 
时 二 的 反 函数 ,由 此 可 以 得 到 ev 一 2ze* 十 1 一 0, 解 此 关于 er 的 二 次 方程 ,可 得 到 


e = + Т 
故 反 双 曲 余弦 函数 定义 为 
w= Arcchz = Ln (z +/Z — 1) (2.18) 
同 理 可 得 反 双 曲 正弦 和 反 双 曲 正切 函数 如 下 : 
w= Arcshz = Ln(z+Vz +1) (2.19) 
w= Arcthz = За ЖЕ (2.20) 


由 以 上 反 双 曲 函 数 的 表达 式 可 知 , 它 们 都 是 无 穷 多 值 函数 。 
例 2.10 求 Arcsin 2, 
解 :由 式 (2.16) 得 


Arcsin2 = Ілі 4/30 = 
一 iLn((2 士 V3)iD = 


一 iln(2 士 V3) + CZ +260) = 


Е 十 2kr 一 iln(2 士 V3) 
其 中 ,为 整数 
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习题 2 


L йй u= LE = 平面 上 的 下 列 曲线 映射 成 ww 平面 上 的 什么 曲线 (其 中 = 一 十 iv 一 
+iv)? 


D 2+5=4; (2) y== 
(3) y=0; (4) z 一 1。 
2. 设 函 数 
zy 
no- єзё0 
0 ‚ 2=0 


证 明 :f(z) 在 原点 不 连续 。 


з. 设 函 数 /(z) 在 z ER, Н f(zo) 天 0, 那 么 可 以 找到 z, 的 一 个 邻 域 ,在 这 个 邻 域内 
f(z)A0。 


4. 证 明 连 续 函数 /(z) 的 模 也 是 连续 的 。 

5. 试 证 argz 在 原点 与 负 实 轴 上 不 连续 。 

6. 下 列 函 数 在 何 处 有 导数 ? 并 求 出 其 导数 。 

DeD Dyz G Zhed 中 至 少 有 一 个 不 为 0); 
Wz 05) 12а. 

Т. 讨论 下 列 函数 在 何 处 满足 C - R 条 件 ? 

(1) 3 一 = 十 2z2 (2) 1, 


(3) z; (4) 2х°+3Зу'. 

8. 如果 函数 SOEKI D 内 解析 , 且 满足 下 列 条 件 之 一 ,求证 РСЕ D 内 必 为 常数 。 
(1) |f(z) | 在 DD 内 是 常数 ， 

(2) f(z) 在 DD 内 解析 ; 

(3) Ref(z) 或 Imf(z) 在 D 内 是 常数 ; 

(4) f(z) 的 辐 角 在 D 内 是 常数 。 

9. 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 试 证 


(лот) (лот) =н 
10. 设 0) =и(н, 0) іо (г, 0), х= ге“, Д /(z) 在 z 可 导 的 充 要 条 件 是 u(r,0)， 


zw(r,0) 在 (r*0) 可 微 , 且 满 足 极 坐标 下 的 C- R 条 件 


ди 19v Әә lu 
арр аб a жооб" ОТО 
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一 一 一 一 


并 且 有 
= —шаб)(?* +129) = +i: 
F œ = (cosb 一 isinb)( 了 7 十 157) = —( +190) 
11. 若 函 数 /(z),g(z) 在 z 解析, 且 Со) (хо) 0.18 g (20) 90,01 
lim L2 Ё) 


en g) g) 

12. 设 函数 S) my Hnr yti Hry e F ЕО Т ОЌ m,n 的 值 。 
13. 试 证 

(1) sh(z1+z2)=shzichz: +chzishzz; 

(2) ch(zi-Fz;)=chzichz; +shzishzz; 

(3) ch'=—sh'z==1; 

(4) sechèz+th’z=1, 


14. 试 证 
(1) shz 一 一 isinizy (2) chz=cosiz; 
(3) sinz=—ishiz; (4) cosz 一 chiz。 
15. 证 明 


(shz)’=chz; (chz)’=shz。 

16. 求 下 列 函 数 的 值 

A) et; (2) Ln(—3+4D; 3) sini; 
(4) cos AD; бб; (6) +i, 
17. 解 下 列 方程 


Q) e=1+/3ü (2) Inz=3i, 
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复 变 函数 的 积分 (简称 复 积分 ) 是 研究 解析 函数 的 重要 工具 。 解 析 函 数 的 许多 重要 性 质 都 
是 通过 解析 函数 的 积分 表示 而 得 到 的 ,这 是 复 变 函数 论 在 研究 方法 上 的 一 个 重要 特点 之 一 。 
在 本 章 中 ,将 引进 复 积分 的 概念 ,给 出 关于 解析 函数 积分 的 柯 西 积分 定理 和 柯 西 公式 ,由 此 推 
出 解析 函数 的 导数 仍 是 解析 函数 等 重要 结论 。 


3.1 复 积分 的 概念 


3.1.1 复 积分 的 概念 


下 面 应 用 类 似 于 微 积分 学 中 的 方法 定义 复 变 函数 的 积分 。 
定义 3.1 设 C 为 复 平面 上 的 一 条 起 点 为 A 终点 为 B 的 光滑 有 向 曲线 ,函数 w= 一 f(z) 在 
C 上 有 定义 。 自 A 到 B 沿 曲 线 C 依次 选取 分 点 (如 图 3 - 1 R): A= zsz rz z-i z = 
B, 把 曲线 C 分 成 个 小 弧 段 ,在 每 个 小 弧 段 如 -i(k 二 1,2,…,n) 上 任 取 一 点 如， 和 式 为 
РЭ ТГ 
ЖҮР, Аш = —-1(#=1,2,+,л). i А» 为 小 弧 段 24-1z4 的 长 度 , 令 3 一 тахдя: 若 2-0 


时 ,和 式 > fet.) Ав, 的 极限 存在 , 则 称 函 数 f(z) 沿 着 曲线 C 可 积 ,这 个 极限 值 称 为 f(z) 沿 
着 曲线 C 的 积分 , 记 为 Jef(z)dz, 即 

[оде = оаа (3.1) 
C 称 为 积分 路 径 ,7(z) 称 为 被 积 函数 。 ` 


У 


图 3-1 曲线 C 上 点 的 选取 
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34 C 为 区 间 a 委 z 和 ,fj(z) 一 wx(z) 时 ,这 个 积分 就 是 一 元 实 积分 的 定 积分 。 因 此 , 复 积分 
的 定义 是 实 函数 定 积分 在 复 域 中 的 推广 。 

3.1.2 复 积分 的 计算 

定理 3.1 设 C 是 复 平面 上 的 逐 段 光滑 曲线 ,F(z) 一 x(z,y) 十 iv(z,y) 在 C 上 连续 , 则 
f(z) 在 C 上 可 积 , 且 有 

[Че асоб ar,y)dy 十 ит, ду остлуг 
证 : 设 z = т, іу, Ае, = Ат, іду G= G Біт С) и, т) HiG) 


У) Ав, = Уат) HiG] Aar 十 iay) = 
£ = 


Уа лә Ar отд] + 


= 
о ољ) дзь +С 0 Ау) 
“ 


因为 /(z) 在 曲线 C 上 连续 ,所 以 u(x,y),v(z,y) 也 在 C 上 和 连续。 因此 ,由 微 积分 中 的 线 积分 
存在 定理 , 当 0-0 时 ,上 式 右 端的 实 部 和 虚 部 分 别 趋 于 曲线 积分 


[дуг осуду, [гуй + иб, у)4у 
нң do 时 , 复 积分 | пса 存在 , 且 有 


| Adz = | ие, уйк — обе, у)ду ti обеда иб, у)4у (3.2) 
P 1 


公式 (3.2) 提 供 了 一 种 计算 复 积分 的 方法 , 即 可 以 把 它 化 为 线 积分 来 计算 。 
为 了 便于 记忆 ,公式 (3.2) 可 以 在 形式 上 看 作 函 数 f(z) иніо 与 微分 dz= dz 十 idy Н 
所 得 , 即 


| Уаде = | (u +io)(dr + idy) = 
Р К 


| vdr 一 zdy 十 计 vdz + иду 
г А 
车 曲线 C 的 方程 为 
z= z(t) = z(t) + iyt), (а<:< 8 
则 公式 (3. 2) 可 写 为 
RELE = Газо зо) 十 io[z(D,y(D]}[z'Co іу C2) Jd = frer оа 
(3.3) 
公式 (3.3) 从 另 一 角度 提供 了 计算 复 积 分 的 方法 , 称 为 参数 方程 法 。 
saa 


Е RIRR 
例 3.1 计算 积分 | =dz, 其 中 曲线 C 为 ， 
(1) 沿 着 从 原点 (0,0) 到 点 (1,1) 的 直线 段 ; 
(2) 沿 着 从 原点 (0,0) 到 点 (1,0) 的 直线 段 C ,再 从 点 (1,0) 到 点 (1,1) 的 直线 段 C 所 连 
接 成 的 折线 段 。 


解 (1) 此 直线 段 的 方程 为 z==t 十 it(0<t<<1) ,因此 ,由 式 (3.3) 得 


[sa = ра-юа+оа = [на -pa +a = 1 
i o š 


(2) 直线 段 C, 的 参数 方程 为 z—=:(0<:<1), HRE C, 的 参数 方程 为 == +u (0< < 
1), 因 此 


ре = | #йе+ f, zaz = Гаа ia = 
тжс = 1+i 
例 3.2 计算 积分 | =*dz, 其 中 曲线 C 为 ， 
(1) 由 点 (0,0) 到 点 (2,1) 的 直线 段 ， 
(2) 由 点 (0,0) 到 点 (2,0) 的 直线 段 C 和 由 点 (2,0) 到 点 (2,1) 的 直线 段 C: 所 组 成 的 折 
线 。 


解 (1) 由 点 (0,0) 到 点 (2,1) 的 直线 段 方程 为 


z= (2+Dt о<г<1) 
于 是 


Í zidz = fotred = 工 (2+D: = 4(2+110, 
£ ° 3 3 
(2) 由 点 (0,0) 到 点 (2,0) 的 直线 段 C, 的 方程 为 


z=2, (0<г<1) 
由 点 (2,0) 到 点 (2,1) 的 直线 段 C, 的 方程 为 


z=2+üu, (0 和 :和 1 
于 是 


[=a =] еа] zdz = 
с а & 


з 
QD? .2й+ [ооа = 
A 


š 

8 CA+D в 
зї 3 
工 (2 十 11i) 

3 
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由 以 上 两 个 例子 可 以 看 出 , 复 变 函数 的 积分 ,尽管 积分 的 起 点 和 终点 相同 ,但 沿 着 不 同 的 
曲线 积分 ,积分 值 可 以 不 同 ( 例 3. 1) ,也 可 以 相同 ( 例 3. 2). 
例 3.3 证 明 积 分 


| фы... Pa п=1 

c (z—a)" 0, nZ 1(n 为 整数 ) 

其 中 ,C 是 以 a 为 中 心 , 半 径 为 2 的 圆周 1= 一 <| 一 2, 且 规定 C 的 方向 为 逆 时 针 方向 。 
证 设 C 的 参数 方程 为 =a 十 pe*(0<9<27), 因 此 


dz feiesdg 1 P” оу 
ү Ge r= =], үа 
[о n=1 


0 ，n 关 1(n 为 整数 ) 
这 个 积分 很 重要 ,今后 要 经 常用 到 它 。 


3.1.3 复 积分 的 基本 性 质 


设 C 是 复 平面 上 的 逐 段 光滑 曲线 ,函数 f(z),g(z) 在 C 上 连续 ,由 积分 的 定义 可 得 下 列 
复 积分 的 一 些 基本 性 质 ， 


а faf (de = алсдаа Да HEM 

D [Д/с te = | yaoa + | godes 

o [усов =— | fode JE C 是 与 曲线 C 方 向 相反 的 同一 曲线 ， 

W усве = J. Sadet |, сда: За C 由 曲线 Ci 及 C, 两 部 分 组 成 ， 
(5) PERR CE, ISIM, 是 曲线 C 的 长 度 , 则 


Јов 


我 们 仅 证 性 质 (5) ,其 余 性 质 由 读者 自己 完成 。 
事实 上 ,由 于 


= м 


Улала | DI да 1 DIE as < MY as = M 
对 上 述 不 等 式 两 端 令 #--0 取 极限 , 即 有 
рое 
例 3.4 设 曲 线 C 是 单位 国 周 ,证 明 
| sinzdz 
сы 


[лотам 


< 2ле 
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к= 


证 在 C 上 ,|z|=1, 于 是 
sinz e— e 
[А z? a| = |А та SE 


3.2 柯 西 积分 定理 


Ere 


2iz 


<] 


а < |А = ds < 2ке 


c 


3.2.1 柯 西 积分 定理 


由 3. 1 节 可 知 , 复 积分 在 起 点 与 终点 相同 而 积分 路 径 不 同时 ,积分 值 有 时 与 积分 路 径 有 
关 , 有 时 与 积分 路 径 无 关 。 那 么 ,究竟 什么 样 的 函数 ,或 者 说 函数 在 什么 条 件 下 ,积分 值 仅 由 积 
分 的 起 点 和 终点 所 决定 ,而 与 积分 路 径 无 关 呢 ? 下 面 介 绍 的 柯 西 (Cauchy) 积 分 定理 (简称 柯 
西 定理 ) 回 答 了 这 一 问题 。 

定理 3.2( 柯 西 定理 ) 设 函 数 /(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ,C 为 D 内 任意 一 条 简单 闭 曲 
线 , 则 


[де =o 


这 个 定理 的 证 明 比 较 复杂 ,限于 篇 幅 , 这 里 不 作证 明 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [1]。 下 
面 假定 (x) 在 D 内 连续 的 条 件 下 证 明 这 个 结论 。 
证 Ж f) Sulz, y) tiv, y) W 


Јов | udz— vdy + оа иду G.D 


由 于 f(z) 在 单 连 通 区 域 D 内 解析 , 广 (z) 在 D 内 连续 ,从 而 u fü o 具有 连续 的 一 阶 偏 导 
数 , 且 满 足 C-R 方 程 
ди _ 3v Әди Әә 


arz Әу dy Әх 
由 格林 公式 ， 
ди ао 
J dr о = (5 +®)ахду = o 


[= + = [109 器 )dzdy =o 

其 中 ,G 是 由 C 所 围 的 区 域 。 由 式 (3.4) 可 知 定理 成 立 。 

从 柯 西 定理 出 发 ,可 得 如 下 结果 。 

定理 3.3 设 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 , 则 f(z) 在 D 内 任意 按 段 光滑 曲线 C 上 
的 积分 与 路 径 无 关 , 只 与 C 的 起 点 和 终点 有 关 。 

证 С.С 是 DD 内 任意 两 条 起 点 为 z。, 终 点 为 z 的 曲线 ,Ci 的 正 向 与 C, 的 逆向 曲 
线 C, 构成 了 一 条 简单 闭 曲线 C( 如 图 3 -2 所 示 ) ,由 定理 3. 2 及 复 积分 的 基本 性 质 (3) 和 (4)， 
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= = = 2 
0 = [рое = |. ea = 


Í. гое |. f(z)dz = f fod- fdz 
Bp 
| сов [лове = 
在 许多 理论 和 实际 问题 中 ,往往 考虑 D 是 单 连通 区 
域 ,D 的 边界 C 是 逐 段 光滑 闭 曲线 ,函数 f(z) 在 D 内 解 e 
HEARR D = D+ C 上 连续 ,对 于 这 样 的 区 域 及 函 
数 , 有 如 下 推广 的 柯 西 定理 。 


定理 3.4 设 DD 是 由 逐 段 光滑 曲线 C 所 围 成 的 单 连通 区 域 ,函数 /(z) 在 D 内 解析 ,在 万 
三 D+C 上 连续 , 则 


图 3-2 积分 与 路 径 无 关 


| әд. = о 


关于 这 个 定理 的 证 明 ,读者 可 参考 文献 [5] 。 
柯 西 定理 是 关于 解析 函数 的 基本 定理 , 它 不 仅 在 理论 上 有 着 重要 意义 ,而 且 在 实际 计算 上 
也 是 十 分 有 用 的 。 
例 3.5 求 | (2= 十 8< 十 1)d=, 其 中 C 是 连接 O 
到 点 (0,2ra) 的 摆 线 : 
= a(ð— sinb) 
у = а(1—созб) 
解 由 图 3-3 知 , 直 线段 了 上 与 C 构成 一 条 闭 曲 
线 。 因 /(z) 二 2x* 十 8z 十 1 在 全 平面 上 解析 , 则 


| (22? +8: 1004: = 0 
сч 


即 


图 3-3 例 3.5 的 图 形 


[e= +8z+ Dde = | (22 +8e+ Das 
这 样 ,把 函数 沿 曲线 C 0 Sik Wq HELL 上 的 积分 。 由 于 
ez +sz+Ddz= са ве ае = 2ra( Bra --8ла +1) 
故 
| ez +8z+ Dde = 2ла( Sra: 十 8ra 十 1) 
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3.2.2 多 连通 区 域 的 柯 西 积分 定理 


下 面 我 们 把 柯 西 积分 定理 推广 到 多 连通 区 域 中 去 。 在 讨论 关于 多 连通 区 域 的 柯 西 积分 定 
理 之 前 , 先 定义 多 连通 区 域 边界 曲线 的 正 向 。 设 有 界 多 连通 区 域 D H n+l 条 互 不 相交 的 简 
单 闭 曲 线 C:(0<i<n) 所 围 成 ,其 中 C, ,C:，…,C, 中 的 每 一 条 都 在 其 余 各 条 的 外 部 ,同时 又 都 
全 在 C, 的 内 部 (图 3 -4)。 我 们 规定 D 的 边界 C 的 正 向 是 : 当 沿 着 曲线 C 前 进 时 ,区 域 D 始 
终 在 曲线 的 左边 。 因 此 多 连通 区 域 D 的 边界 曲线 C 的 正 向 应 是 

С= +С: +C; + +C; 

定理 3.5 Брант 条 简单 闭 曲 线 Cu,Ci,C:,…,C, 所 围 成 的 多 连通 区 域 (如 图 

3-5),C=Co 十 C7 +C; ++ +C, ,函数 СЕ D 内 解析 ,在 万 =D 十 C 上 连续 , 则 


Јов = o 
或 者 
| f(z)dz = ІА усб: + Í. f(Ddz+ +f reodz 


证 取 n 条 互 不 相交 且 除 去 端点 外 全 在 D 内 的 辅助 曲线 yj ,7,，…,7, ,分别 把 C, 依次 与 
Ci ,Ci，…,C, 连接 起 来 , 则 以 =Co 十 十 C7 уг У, С HY 的 区 域 D' 就 是 单 连通 
区 域 (图 3 - 5)。 应 用 定理 3.4, 有 


[coa = o 


С) 


Ы 


图 3-4 闭 曲线 围 成 的 多 连通 区 域 图 3-5 多 连通 区 域 柯 西 积分 定理 的 围 线 
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— U 
由 于 沿 э, ,六 Yn 的 积分 正好 沿 这 些 曲线 的 正 负 方 向 各 取 了 一 次 ,计算 时 正好 相互 抵 
消 ,所 以 
|reodz=。 
с 
即 
[оа = |А Fdz | fdz = +| леда 


例 3.6 计算 积分 | -orde ERR C 为 包围 点 a 的 简 


ФЯ п 为 整数 。 
ж 以 点 a 为 心 作 小 圆 C“ ,使 其 完全 含 于 C 的 内 部 (如 图 3 - 
6) ,由 定理 3.5 得 
КЕСЕ [а-о 


应 用 例 3. 3 


[К Pdr = 2zi, п=—1 
ОЕ z= | 0 ,n 关 一 1 的 整数 图 3-6 93.6 的 图 形 


例 3.7 求 积分 
dz 


1 

[к= 

其 中 ,C 为 包含 圆 |z| <1 在 其 内 部 的 任何 正 向 逐 段 光 
滑 曲线 。 

шй 由 于 函数 地 上 -在 全 平面 上 除去 ==0 及 ==1 

外 解析 , 且 <=0 和 z—1 正好 在 C 的 内 部 ,因此 分 别 以 

z=0 和 z=1 为 心 ,充分 小 的 正 数 s 为 半径 作 含 于 C 的 

内 部 且 互 不 相交 也 互 不 包含 的 小 圆周 C,，: |z| 一 e， 


С, : lz 一 11=e( 图 3 - 7)。 这 时 地 -在 C 的 内 部 ,C， 


w 


及 C, 的 外 部 所 围 成 的 区 域 上 解析 ,应 用 定理 3.5, 有 
1 1 1 1 1 
раан сш Сиш 


[5% -], 60-22-00 
其 中 ,第 一 和 第 四 个 积分 值 是 利用 柯 西 定理 得 到 的 ,而 第 二 和 第 三 个 积分 值 利用 了 例 3. 6 的 结 
果 。 


图 3-7 例 3.7 的 图 形 
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зз 解析 函数 的 不 定 积分 
设 D 是 单 连通 区 域 , 函 数 f(z) 是 D 内 的 解析 函数 。 根 据 柯 西 定理 ,f(z) 沿 D 内 任何 一 
条 逐 段 光滑 曲线 C 的 积分 | Sde 的 值 不 依赖 于 曲线 C ,而 只 与 C 的 起 点 z。 和 终点 x 有 关 。 
因此 , 当 起 点 z。 固定 时 ,该 积分 在 D 内 定义 了 一 个 以 C 的 终点 = 为 变量 的 单 值 函数 , 记 作 
F(z) =: ура (3.5) 
对 于 这 个 函数 ,有 以 下 结果 。 
定理 3.6 设 函 数 /(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 , 则 由 式 
(3. 5) 定 义 的 函数 F(z) 也 在 D 内 解析 ,并 且 F (=) = fe). 2742 
证 如 图 3-8 所 示 , 对 DD 内 任意 一 点 zx, 在 D 内 再 任 取 一 
点 z 十 Az, 连 接 = BJ z + Az 的 线段 作为 积分 路 线 , 则 
F(z+ Az) — F(z) = Гоа 
于 是 2, 
Ке АЕ) _ уу = LD /dt 


因为 SOE D 内 解析 ,从 而 连续 ,于 是 任 给 є>о,{г{Е д> 
0 使 当 | 一 z|<3 时 ,| 7( 妇 一 F(z)1<e, 从 而 当 |Az|<8 时 ,有 803-8 定理 3.6 的 图 形 
Fle + Az) — F(z) 1 ыы 

му ЕЧ ee | o re < 


1 
| Ае | 


*es|az|= e 


即 
FO) = fG), «Єр 
由 于 > 在 了 内 的 任意 性 ,F(z) 在 D 内 处 处 可 导 , 从 而 F(z) 在 D 内 解析 。 
类 似 于 微 积 分 ,下 面 给 出 原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 。 
定义 3.2 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 连续 ,车 D 内 的 一 个 函数 四 (z) 满 足 条 件 
Ф (2) = f(z), z€ D 
则 称 ®(z) 为 /(z) 的 一 个 原 函 数 ,f(z) 的 所 有 原 函 数 的 集合 称 为 函数 f(z) 的 不 定 积分 。 
定理 3.7 设 /(z) 在 区 域 D 内 解析 ,@(z) 为 F(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 
f fdz = Ф(е) — (ze) (3.6) 


其 中 ,zo。,z 为 D 内 的 点 。 


这 个 定理 相当 于 微 积 分 中 的 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 。 
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证 由 定理 3.6,F(z) 一 f 了 (BDdt 是 f(z) 的 一 个 原油 数 。 因 为 8B(z) 也 是 f(z) 的 一 个 

原 函 数 ,于 是 | 
[F(z) 一 @(z)] = F'(z) —@'(z) = f(z) — f(z) = 0 
即 
rp 性 = ee +TC， (сй 
Ф а=, C= 一 @B(zo), 代 和 人 上 式 ,得 
[| coat = eco — Фа) 

有 了 定理 3.7, 我 们 可 以 把 解析 函数 复 积分 的 计算 问题 转化 成 寻找 其 原 函数 的 问题 。 

例 3.8 计算 | dz。 

解 :由 于 函数 РС) о 在 全 平面 上 解析 ,所 以 


б 
[a= La “= 


10а 
gan 


3.4 柯 西 积 分 公式 


柯 西 定理 最 直接 最 重要 的 结果 是 柯 西 积分 公式 。 这 一 公式 说 明 , 若 /(z) 在 区 域 D 内 解 
析 , 在 万 上 连续 , 则 它 在 边界 上 的 值 决定 了 D 内 任意 一 点 的 值 。 它 是 解析 函数 的 基本 公式 ,可 
以 帮助 我 们 去 研究 解析 函数 的 各 种 整体 和 局 部 性 质 。 

定理 3.8( 柯 西 积分 公式 ) 设 /(z) 在 简单 闭 曲线 C 所 
围 成 的 区 域 D 内 解析 ,在 万 =D+C 上 连续 , 则 对 于 D 内 任 
一 点 zx, 有 

fy = zle оа (3.7) 

证 以 = 为 中 心 ,充分 小 的 正 数 o 为 半径 作 圆 C, : | 
—|=р,# C, 及 其 内 部 完全 含 于 DD 内 (如 图 3 -9), 由 定理 
3.5 知 


要 证 明 式 (3.7) 成 立 , 只 需 证 明 图 3-9 柯 西 积分 公式 的 围 线 
im gal, Pat еә (3.8) 


事实 上 ,由 于 /() 在 $=z 处 解析 ,因此 它 在 $=z 处 连续 ,那么 任 给 s>0, 存 在 9>0, 使 当 
15 一 z1<6 时 ,有 
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ПАЮ О |< e (3.9) 
于 是 当 p<6 时 ,对 于 圆周 C, 上 的 点 都 满足 15 一 z| 二 p<6, 因 此 式 (3.9) 成 立 。 这 时 ,由 例 
3.3, 得 


1f уф 
ре 29—70 = 

1 f(D 1 = 

Ë р га qe Lj. {e =: 

1( I£- fe] РЕШ 
оя) TE = lai< i “rp 一 


这 就 证 明了 式 (3.8) 。 
推论 3. 1( 平 均值 公式 ) 设 函数 /=) 在 区 域 |* 一 am 一 R 内 解析 ,在 |z 一 % СЕ 上 连续 , 则 


u 
fz) = A” fee trdo (0<r<R) 
Zalo 


这 个 公式 表示 解析 函数 在 任意 一 个 圆周 |z 一 x。| =r 上 的 积分 平均 值 等 于 它 在 圆心 的 值 。 
例 3.9 求 积分 


sinz 
Кыт 
的 值 。 
和 人 
解 Bza тї), 由 公式 (3. 7) 得 
sinz = 1 sinz _ 1 sinz 
[а = пласе sfa- эт ДТ 
2ri sinz К — #2=i sinz =? sin1 
例 3.10 REH 
z 
jJ TF 
的 值 。 
解 ” 应 用 公式 (3.7)， 
z 
є Jz сё ЕЗ 
L. G= G TDS = fia- 012 


3.5 解析 函数 的 高 阶 导 数 


3.5.1 解析 函数 的 高 阶 导数 


应 用 柯 西 公式 可 以 证 明 解析 函数 的 一 个 重要 性 质 , 即 解析 函数 的 导数 仍 是 解析 函数 ,这 个 
40. 
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性 质 是 微 积分 中 所 没有 的 。 


定理 3.9 设 函 数 /(z) 在 简单 闭 曲 线 C 所 围 成 的 区 域 D 内 解析 ,在 万 一 р+с tsik, 则 
f(z) 在 DD 内 具有 各 阶 导数 , 且 


09700 EAT 
f” = 站 | git (z€ Dsn = 1,2,+) (3.10) 


式 (3.10) 称 为 柯 西高 阶 导 数 公式 。 
证 先 证 明 n=l 时 式 (3. 10) 成 立 , 即 要 证 明 对 于 D 内 任 一 点 z, 有 


_ ш f+- fL 1 Fo 
7 lin Az = =). @ о 


由 柯 西 积分 公式 


feta ра) _ 1. 1 [ р - 97) - 
Ае С Az 2xijclt—(z+Az) {= agi 


i ИЕ л: + 
=| a Spa 
从 而 
бездә fe _ ЛФ agt 
zil. 一 
1 fV _ s 
Шет дә сә @ сз t = 


зы], f(DAz а 
2riJc (£— (z+ Az))($— z)° 


由 于 (ОЕ D LER Br LE fE D EER, FEEN 
М, | fco |<M. яй а>0 是 点 = 到 曲线 C 的 距离 , 则 有 | 


расе C)。 取 1Az| 充 分 小 ,使 | Az|<< 乞 , 则 = 十 AeED 
(图 3- 10)。 从 而 对 于 C 上 任 一 点 #, 有 шэгїө 383.5 ви» 


It- G+ i=l E-D- ar >4- ЕГ 
于 是 


jee- Ie) . LV a| = 
ты, : =z >T 
f(DAz 


4 | 
|ы <ф—(=+4А:))(${—)* 


1 | 
а 
амга | еертее < 


В.М. 1- = М дг 
其 中 ,为 曲线 C 的 长 度 。 从 而 当 Az 一 0 时 ， 


“а. 
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f(z+Az)—f(z)_ 1 fe 
Az 2xiJc (£ — z)° 


|—0 
即 


re = з], со 
因为 为 DD 内 任意 一 点 ,所 以 n=1 时 , 式 (3. 10) 成 立 。 
其 次 ,假定 "一 上 CA>1) 时 式 (3. 10) 成 立 , 用 类 似 于 n=1 情形 的 证 法 ,可 证 当 n=k 十 1 时 
式 (3. 10) 也 成 立 。 由 数学 归纳 法 知 式 (3. 10) 对 任何 自然 数 n 都 成 立 。 
由 这 个 定理 知 ,车 函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 则 /(z) 在 D 内 有 各 阶 导数 f Ca), В 
SO CEBE D 内 解析 。 
例 3.11 计算 下 列 积分 


D | 2205,4: ,其 中 C 为 正 向 圆周 ,|z 一 i[ 一 1 
с (2—1) 


1 高 
(2) | purea pt ,其 中 C 为 正 向 圆周;|z| 一 rvr 坟 1,2。 
Ж 〈1) И соѕ= ФЕ |2—11<1 上 解析 ,由 式 (3. 10) 得 


cosz 
《zx 一 id 


z = cosz)”| = ri(— сова) 


一 一 xichl 


(2) 当 0<r<1 时 ,函数 CT 区 < 一 太 在 |z|<<r 上 解析 ,由 式 (3. 10) 得 


1 _ 2ri 1 wl Q Sra 
| тїй тю” 1 (арра) |. = F" 


当 1<r<2 时 , 圆 |z|=r 内 有 z=0,z= 一 1 两 个 奇 点 ,在 C 内 分 别 以 z=0 和 z= 一 1 为 
心 , 作 小 圆 C, 与 C:( 如 图 3 - 11), 则 


1 2 1 1 КА 
|. (+257 | rer Dt + |. ZGT DG s= 


КИИН 
— es kasi 2 


сор + 3" içi; ч 
3 r>2 时 ,在 C 内 分 别 以 z=0,z= 一 1, 以 及 z=2 为 心 , 作 小 圆 C1,C 和 C, (如 图 3 - 
12), 


1 К = 45 
|А “(+ D =f. +Í. +Í. BF De = 


ЕРИ! — ЕЕ О 
2 + 21 е ту 271+ 151—0 


= 
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图 3-11 例 3.11 中 1 一 r 一 2 时 的 图 形 


图 3-12 例 3.11 中 r>2 了 时 的 图 形 


2" ү: 1 2"ех 4 
例 3.12 证 明 (2) = жүк P 其 中 ,C 是 围绕 原点 的 一 条 简单 亲 曲 线 。 
фл т /CD 在 平面 上 解析 ,由 公式 (3.10), 有 


feo = л], Жека 


л/с ар" 
而 
еце езге] _ 
f°) (& ) |, n! to n! 
所 以 
zy af eat 
(її) zl. ЕУ t 
3.5.2 柯 西 不 等 式 和 刘 维 尔 定理 
利用 高 阶 导数 公式 ,可 以 得 出 关于 导数 模 的 一 个 估计 式 , 称 为 柯 西 不 等 式 。 
定理 3. 10( 柯 西 不 等 式 ) HEA SOEN lal KR ARH, ESM, 
[fP S< ЫМ, = 1,2,0) (3.11) 
证 由 高 阶 导数 公式 (3. 10), 有 
va nf CD 
A а =] wt 
š 5 t; IOl n! M 
所 以 е а Тад = ам 2xR 
即 


“43. 


аьей Жї 


|7” |< м 
如 果 7(z) 在 有 限 复 平 面 上 解析 ,把 它 称 为 整 函 数 。 例 如 多 项 式 ,er vcosz,sin є 都 是 整 函 
数 。 从 柯 西 不 等 式 可 以 推出 下 列 重要 的 刘 维尔 (Liouville) 定 理 。 
定理 3. 11 有 界 整 函数 一 定 恒 等 于 常数 。 
证 设 /(z) 是 有 界 整 函数 , 即 存在 M>0, 使 对 所 有 =,| СОМ, 设 z 为 复 平 面 上 任 
意 一 点 ,R 为 任意 正 整数 ,/(z) 在 C: 1: 一 z。|<<R 上 解析 ,应 用 柯 西 不 等 式 (3.11) 得 


I Geo I< É 
Ф К Боо f (zo)|=0, 即 (zo)=0。 由 于 zo 的 任意 性 , 故 f(z) 在 复 平面 上 恒 为 常数 。 
3.6 解析 函数 与 调和 函数 的 关 丸 
设 函 数 ww=/(z)=u(z,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 解析 ,由 定理 2. 8,и(т,у),о(т,у){Е D 
内 可 微 ,并 且 满 足 C-R 方 程 


ди _д Әди Әә 


ar ду ду Әх 
由 定理 3.9 可 知 ,任何 在 区 域 D 内 的 解析 函数 ,其 导数 在 D 内 也 是 解析 的 ,因此 ибх, у) ,v(xz， 
y) 在 了 内 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,于 是 


ди _ au Әди Fv 
az Әлду` ay дудт 
利用 二 阶 偏 导数 的 连续 性 ,在 Р 内 有 
ди Puo 
д əy 
同 理 , 在 DD 内 也 有 
v, а? 
Ja Tt э =0 
这 说 明 解 析 函 数 的 实 部 u 和 虚 部 v 在 D 内 都 满足 偏 微分 方程 
Bgry) | FET) у 
әд? ay ~ 


这 个 方程 称 为 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 ,通常 记 为 
Ag=0 
其 中 ,A 一 起: 十 吉 :是 一 种 运算 符号 , 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 
定义 3.3 车 函数 g(z,») 在 区 域 D 内 具有 二 阶 连续 偏 导数 ,并 且 满 足 拉 普 拉 斯 方程 
ЕРИСИ 
x? ду? 
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则 称 g(z,y) 为 D 内 的 调和 函数 。 

在 流体 力学 、 电 学 和 磁 学 等 邻 域 的 很 多 实际 问题 中 ,常常 会 遇 到 调和 函数 。 

定义 3.4 设 x(z,y),u(z,?y) 都 是 区 域 D 内 的 调和 函数 ,车 u(xz,y),v(z,y) 满 足 C-R 
方程 , 则 称 vry) H u(z,y) 的 共 辐 调 和 函数 。 

由 上 面 的 讨论 ,可 以 得 到 如 下 结果 : 

定理 3.12 函数 f(z) 一 wx(z,y) 十 iu(z,y) 在 区 域 D 内 解析 的 充 要 条 件 是 v(x,y) 为 
u(z,y) ЗС а fa Г. 

下 面 考虑 如 下 问题 ,已 知 x(z,y) 是 单 连通 区 域 内 的 调和 函数 ,是 否 存在 调和 函数 v(z， 
у). э(х,у){Е D AH ибс, y) ЗЕТ, А f(z) 二 u(r,y) 十 iv(x,y) 在 DD 内 解 
析 。 由 于 通过 C - R 方程 ,建立 了 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 联系 ,从 而 已 知 解析 函数 的 实 
部 wx(z,y), 利 用 C-R 方 程 就 可 以 求 出 它 的 虚 部 v(z,y) ,使 f(z)=u(z,y)+io(z,y)fE D A 
解析 。 下 面 通 过 一 个 具体 例子 来 说 明 这 种 方法 。 

例 3.13 БЯ ulr, у) =z Злу, КИЙ И SK v(z,y) 及 解析 函数 
У) =и(х,у) іо, у), HË 700) =і. 


MM 因为 
а + 2 ðu 
Ра 32? — 3у?, 87 一 一 6zy 
х 
ао _ ди _ 2? — Зу? ао __ди _ 
зу P е ЗУ з= дау СУ G12) 


HRG. 12) 中 第 一 式 两 边关 于 y 积分 ,得 
®(х,у) = [ez —3y')dy = 3z’ y — y' + ф(х) 


为 了 确定 g(x) ,对 上 式 两 边关 于 zx 求 偏 导数 ,得 
z = 6zy + @ (z) 
与 式 (3. 12) 中 第 二 式 进行 比较 ,得 (2) =0, МТ (z) 一 C( 常 数 ) 。 
所 以 
®(х,у) = 3'y—y' +C 
于 是 
Уба) = u(z,y) + io(z,y) = 一半 一 3zy2 十 3z2y 一 六 十 C) = 

(z+iy)'+iC= Z +iC 

ШЖ 70) =, C 一 1, 故 f(z) == +i, 
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习题 3 

1. 计算 积分 

D f [Gz 一 Diz*Jdz, 积 分 路 径 是 直线 眉 。 

о | leli RARE CEO 连接 点 一 1 到 1 的 直线 段 ;@ 连接 点 一 1 到 1, 圆心 在 原 
点 的 上 半 个 圆周 。 

з) | Imzdz, 积 分 路 径 CEO 连接 点 0 到 2 十 i 的 直线 段 ;@ 由 连接 点 0 到 i 的 直线 和 
及 连接 点 i 到 2 十 i 的 直线 段 所 组 成 。 

(4) | ERARE С.О 连接 点 一 i 到 i 中 心 在 原点 的 右 半 个 圆周 ;@ 连接 点 一 1 到 


1, 中 心 在 原点 的 下 半 个 圆周 。 
2. 利用 积分 估 值 ,证明 


je +iyDdz|< x 


其 中 ,C 是 连接 一 i 到 i 的 右 半 个 圆周 。 
3. ве 其 中 CREMAN. 


a) 


D L =e 


a | 二 id 其 中 Ct | 一 11=1 


i dz, 其 中 C: | z+3i|= 1; 


2z 一 1 ~ 
wf g ydz EP C:| z |= 2. 
A 来 积分 | биий. CHEMEN zl = 1 ,并 由 此 证 明 |” 20040 与 


。5 十 4cosg 
0 
[aa nasa. 


5. 计算 积分 | Ge +2=+ az, 其 中 C 是 从 点 一 ;到 i NEKANI z=. 
б. 计算 下 列 积分 ,其 中 CHEKMA. 


a [| = 


sin Te 
ek тте Cir+ll=1 


74, C:|z|= 1; 
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5 一 3z 十 2 ,| = 一 
a) | 22 ш, Cilzl 一 2 


dz deie = 
(4) | os С:121= RCR > 0),a 尼 不 在 圆周 | z |= R E,n JEYK. 


7. Ж C, 和 C, 是 两 条 互 不 相交 又 互 不 包含 的 正 向 简单 闭 曲线 ,z。 为 不 在 曲线 C, 和 C, 上 
的 一 个 点 ,计算 积分 


вау | УСКЕН др C: зж ажо. 


9. 计算 积分 
Í. т.д с. lz|=p(p>0) ,a#0, |а|з©р. 
10. 求 积 分 
|, ©з C + 1z|= 1 为 正 向 贺 周 
进而 证 明 


J eveoscsint)d0 = x 
11. 如 果 在 |z| 一 1 内 f(x) 解析, 并 且 


1 
I fe) IS тт 


证 明 
| f” 00) |< @m+D1 +J < en 十 DIn = 1,2， 
12. 车 函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,在 万 = D+C( 其 中 C» D 的 边界 ) 上 连续 , 且 对 D 内 
任意 点 =, 都 有 


FO 
956-0 


试 证 :f(z) 在 DD 内 为 常数 。 
13. 车 函数 f(z) 在 |z 一 a| 一 R 内 解析 , 试 证 对 于 任 一 r(0<r<R) 都 有 
Ро = ваа нба 
14. 设 f(z) 为 整 函 数 ,如 果 在 整个 复 平面 上 | РС) 1221,80 f(z) 必 为 常数 。 
15. 设 C 为 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 ,D 是 C 的 外 部 区 域 , f(z) 在 D 内 解析 ,在 D=D+C 上 
Np 
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Ж, H lim f(z) = Азёсо, BJ 
pa (iE? 
Zrile 一 = —А ,z€ D 
这 是 无 界 区 域 的 Cauchy 积分 公式 。 
16. 应 用 习题 3. 15 求 积分 


мә д] dz тет 
r |] свая 27980: 100)' 4 С:1 z |= 99 为 正 向 。 


17. 验证 下 列 各 函数 为 调和 函数 ,并 根据 已 知 条 件 求解 析 函 数 f(z) 一 “十 iu。 
(1) и= у? 32у, уау = —1+Н1 


(2) u= pf D=; 


(3) и=е“(хсовз у— ysin у), f(0)=0; 
(4) и=(х—у)(х*+4ху+у'). 


48. 


第 4 章 级 & 


函数 项 级 数 是 研究 解析 函数 的 一 个 重要 工具 。 把 解析 函数 表示 成 级 数 ,不 仅 在 理论 上 而 
且 在 实际 中 都 有 重要 意义 。 本 章 主要 讨论 解析 函数 的 级 数 表示 一 一 泰勒 (Taylor) 级 数 和 罗 朗 
(Laurent) 级 数 ,然后 应 用 它们 研究 解析 函数 在 零点 及 孤立 奇 点 附近 的 一 些 性 质 。 


41 复数 项 级 数 与 复 变 函数 项 级 数 


4.1.1 复数 序列 与 复数 项 级 数 


定义 4.1 设 {z,) (n==1,2,…) 是 一 个 复数 序列 ,其 中 =, =a, +ib, a, = Re z, b, = Im zn; 
又 设 zo 二 a 十 认为 一 复 常数 。 如 果 对 于 任意 。>0, 存 在 正 整数 N, E n>N 时 ,总 有 |z, 一 zo| 
<e 成 立 , 则 称 复数 序列 {z,) 以 zo 为 极限 ,或 称 {z,} 收 敛 于 z , 记 作 


limz, = zo BË z, — zo (n — со) (4.1) 
MEEI z) ЖЖ, M z) ЖК. RERE ЖЖ ЖОРУ. 
由 不 等 式 
Га, –а |S] 2, – zo I<] an –а |+| b, —b | 
|b, —b |S] 2, — z |S] an а |+] b, — b | 
立即 可 以 得 到 如 下 结果 。 
定理 4.1 i z. =a, Hib, (n=1,2,), zo =a +ib, W z, W R zo 的 充分 必要 条 件 是 


lima, =a, limb, = (4. 2) 


定义 4.2 设 {z,}(n=1,2,…) 为 一 复数 序列 , 称 
ана +++ (4.3) 
为 复数 项 级 数 , 记 为 Dz. 称 它 的 前 ， 项 和 
s == += ++ 
为 级 数 式 (4. 3) 的 部 分 和 。 如 果 级 数 式 (4. 3) 的 部 分 和 序列 {s 以 有 限 数 ;为 极限 , 即 lim s, = 
s, 则 称 级 数 式 (4. зот *, 称 为 级 数 式 (4. DHM s = Dz. 


车 序列 {s.} 没 有 有 限 极限 , 则 称 级 数 式 (4. 3) 是 发 散 的 。 
Ў z, =a, +ib, (п=1,2,:--) ,5=а+і6, E a,b, a,b 均 为 实数 。 因 为 


由 定理 4. 1 得 到 如 下 定理 。 


复 变 函数 与 积分 变 摘 
== 


定理 4.2 PARU за заь ани Yla, 与 515 А 
Tab. 

由 定理 4. 2 可 将 复数 项 级 数 的 收敛 与 发 散 问 题 转化 为 实数 项 级 数 的 收敛 与 发 散 问题 ,于 
是 有 如 下 定理 。 

定理 4.3 RARA 3) 收 敛 的 必要 条 件 是 

limz, = 0 

关于 实数 项 级 数 的 一 些 结果 ,也 可 以 不 加 改变 地 推广 到 复数 项 级 数 。 例 如 柯 西 收敛 准则 
等 。 

定理 4.4( 柯 西 收敛 准则 ) 级 数 式 (4. 3) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任 给 *>0, 存 在 正 
整数 N, 使 当 n 二 N,p==1,2,3,… 时 , 恒 有 


БЕК sees |< 
关于 复数 序列 的 柯 西 准则 可 叙述 为 如 下 定理 。 
定理 4.4” 序列 {z,} 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 : 任 给 6。0, 存 在 正 整 数 N, Ë т.п N 
时 , 恒 有 
Га а. |< E 
定义 4.3 HRM D 1а, | 收敛, 则 称 级 数 Уа, жй. 若 级 数 > ,au 收敛 而 不 绝对 


каке». 
由 于 
| заь 5. = и +z, + * +z, |< 
| аы | 十 | tas |+ = +I] z | 
从 定理 4. 4, 可 以 得 到 如 下 定理 。 


定理 4.5 PAM D) |z KAWAK D z 也 收 全 ;反之 不 一 定 成 立 。 
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定义 4.4 设 { 刻 (=)} 是 一 个 定义 在 平面 点 集 已 上 的 复 变 函 数 序列 , f(z) 是 定义 在 EE 上 
的 一 个 函数 。 如 果 对 于 E EEA z EAS DAF ГС) РЯ У, С) ЕЕ Б 
敛 ;或 者 说 这 个 序列 有 极限 函数 f(z) , 记 作 

limf, (е) = f(z) 


定义 4.5 ШЕТУ, (2) (01,2, Ра E 已 上 有 定义 , 称 
Уло = fD + fal) + == + fa) + == (4.4) 


。50 。 
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为 函数 项 级 数 , 它 的 前 项 和 
sz = бо + fala) + = + f.G) 
称 为 级 数 式 (4. 4) 的 部 分 和 ,{s.(z)} 称 为 级 数 式 (4. 4) 的 部 分 和 序列 。 

若 对 于 巨 内 某 一 点 ze, lims, (am) 一 5(zo) 存 在 , 则 称 级 数 式 (4. 4) 在 点 z Ab ЖЕКИ, 
5(zo) 称 为 它 的 和 。 如 果 级 数 式 (4. DE 下 内 处 处 收敛 于 s(z), 则 称 *(z) 为 级 数 式 (4.4) 在 下 
内 的 和 函数 , 记 作 

«= = Ўл, € P) 


与 实 变 函 数 项 序列 和 实 变 函 数 项 级 数 一 样 , 复 变 函数 项 序列 和 复 变 函数 项 级 数 也 有 在 平 
面 点 集 上 一 致 收敛 的 定义 和 柯 西 收敛 准 则 ,以 及 关于 函数 项 级 数 的 一 些 类 似 结论 ,限于 入 幅 ， 
在 此 不 作 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [1] 中 相应 部 分 内 容 。 
42 Fnk 
在 函数 项 级 数 中 ,最 简单 最 重要 的 一 类 级 数 就 是 所 谓 的 等 级 数 , 它 有 着 许多 独特 的 性 质 。 
定义 4.6 设 Co,Cl,…,C,，,… 以 及 a 都 是 复 常数 , 称 如 下 形式 的 级 数 
Ус, ах = б +С,(‹«—а) +G(z—a) +++ 
С,(= а)" ++ (4.5) 
是 中 心 在 а Ю.С, (п=0,1,2,0 5% ЖОН ЖЖ. 
在 式 (4.5) 中 , 作 变 量 代 换 $= 二 z 一 a, 则 式 (4. 5) 变 为 如 下 形式 
Dot = c. +O t+C,e t+ Ct + (4. 6) 
为 了 方便 起 见 , 下 面 主要 讨论 形 如 式 (4. бә. 
4.2.1 ЖОБ 


几何 级 数 
++ ае 

Еа АЕ 05 3822 ЕТ) АБУ ЖЕШ Я 
1+Е+= ++ = 


l=" 


1 一 z 


如 果 1s1<1, 那 么 limz 一 0, 所 以 几何 级 数 此 时 是 收敛 的 ,并 且 有 


Sha 
=: 


1—= 
如 果 1z| 之 1, 由 于 当 n->oo 时 ,其 通 项 z" 不 趋 于 0, 由 定理 4. 3, 几 何 级 数 在 圆 |z| 一 1 及 其 
She 
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外 部 处 处 发 散 。 
在 一 般 情况 下 , 短 级 数 式 (4.6) 是 否 存在 一 个 圆周 |5| 二 R, 它 在 该 圆 的 内 部 收敛 ,而 在 其 
外 部 发 散 呢 ? 下 述 阿 贝 尔 (Abel) 定 理 回答 了 这 一 问题 。 


定理 4.6( 阿 贝尔 定理 ) 如 果 震 级 数 Ce 在 < = = (20) KAWAN el< leo tA 
级 数 绝对 收 伍 ; 如 果 等 级 数 在 =— = 处 发 散 ,那么 当 |z| > | = HERR, 
证 由 于 D Coes 收 全, 由 定理 4.3,limC. 一 0, 因 而 存在 一 党 数 M> 0, 使 对 于 所 有 的 


,有 1Csz51<M。 аео |N. =< AT 


Izol 


| Caz" |=| Се; | 


z 
2, 


ам" 
; 


由 于 У) Mr 是 公 比 小 于 1 的 等 比 级 数 ,应 用 比较 判别 法 , 当 |z| 二 [zo] 时， 如 1C.e"| 收 


化 ,从 而 级 数 У) Cz" 绝对 收 人 


定理 的 后 半 部 分 证 明 ,由 读者 自己 完成 。 

由 定理 4.6, 可 以 定 出 筹 级 数 的 收敛 范围 是 一 个 圆 域 ,级 数 在 该 圆 内 绝对 收敛 ,在 该 圆 外 
发 散 。 该 贺 称 为 吞 级 数 的 收敛 加 ,该 圆 的 半径 称 为 宕 级 数 的 收敛 半径 。 设 署 级 数 的 收 全 半径 
为 R, 则 有 以 下 三 种 情况 : 


(1) R=0, 即 对 任意 2720, И > С." 均 发 散 。 


例 4.1 PRAM 1 十 = 十 2 于 十 … 十 mmz" 十 …, 当 >z 天 0 时 , 通 项 mx" KAFE AERE 
к. 


(D = +оо, ШАТЕВ = ШШ X Сог Мой. 

例 4.2 жайт+е+&+=+Е+-ЖЕЖШЕЙ +. АЖ п h оята 
去 ,于 是 从 此 以 后 ,有 (上 EL ) < 去 , 故 该 级 数 对 任意 = kak, 

(3) 0<R 一 十 co, 即 存在 收敛 半径 R>0, FAM У) Ce 在 |z| С PEIKA tE lel > 
кит. а 


对 于 级 数 > С," 在 收敛 圆周 |z| =R 上 的 情况 , 它 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 要 根据 具体 级 


数 进行 具体 分 析 。 
252. 
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4.2.2 赛 级 数 收银 半径 的 求法 


定理 4.7 REAR У) С ,如果 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 


f- lim | C 
l= limvVT C, 
那么 当 0</< 二 oo 时 ,级 数 У) Ce" 的 收敛 半径 及 = 于; 当 ! 一 0 时 ,R= Боо Г оов, К 
一 0。 


这 个 定理 给 出 了 求 禾 级 数 收敛 半径 的 公式 。 关 于 它 的 证 明 , 读 者 可 仿照 微 积 分 中 所 用 的 
方法 自己 求证 。 


例 4.3 RFI FEA 9 h W SOE R WO SRI. 
р» E-D a>0); 


(4) У) (соз іп) 2". 


= =1, 18898 5 К= 1, |21<1. 


D 因为 lim | |н) оона кл , 收 伍 加 为 |* 一 ?1 一 


G 因为 im | Се | = img y= im =o AEEA R=, 


tenps 
nl 


; = 在 全 平面 上 收敛 。 


(4) 因为 C, 一 cos in=chn= F eHe „Яі | б = 


TS =e ARR 
BRIER R= T kak <E, 


4.2.3 震级 数 的 运算 和 性 质 


像 实 寡 级 数 一 样 ,对 于 收敛 圆 的 圆心 相同 的 两 个 复 变 老 级 数 也 可 进行 加 \ 减 和 乘法 运算 。 
设 


fœ = Daz" R=n: g) = 2)bz",R = r 
= 


Бе 


+ + 
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— . 
ЖЛЕ 121 <min(r, sr) A ARAE ATE RE ARAR ЖЕ ЕТАН M ` 38 НАНЕ, Br 48 #1] 0 3E 
级 数 的 和 函数 分 别 就 是 f(z) 与 g&(z) 的 和 、 差 与 积 。 在 以 上 各 种 情形 下 ,所 得 到 的 宪 级 数 的 收 
敛 半径 不 小 于 n 5r 中 较 小 的 一 个 。 例 如 ,对 于 乘积 运算 

Уво) = (Уа) (Tbe)= Taibot asb ++ Бао 


ERA WRN FR C BJ ВОР R 之 min{m rz} o 
特别 需要 指出 的 是 , 代 换 (复合 ) 运 算 在 把 函数 展 成 等 级 数 时 ,非常 有 用 ,下 面 举 一 个 这 方 
面 的 例子 。 


例 4.4 BRAHE DC. a РНК ОР a, 为 不 相同 的 复 常数 。 
м 


ing 1 ЖЕЕ E 


z—b (2—4) — ф-а) Ьар 2-а 
Ьа 
1 ууа (а-а 2-а 
аера (р + 
2а 
从 而 得 到 
EPEE: LEN ec зз дү ЕСЕ ОСН 
а реа d) рау) Way) 


z—a 


10а =R, |28 | m, аа] СЕ 时 ,上 式 右 端的 级 数 收 全 ,其 和 函数 为 -5。 因 


为 < 一 时 ,上 式 右 端 级 数 发 散 , 故 由 定理 4.6 HI. 4|z—a|>|b—a|=R 时 ,级 数 发 散 。 因 此 ， 
上 式 右 端 级 数 的 收敛 半径 为 R=1b 一 a|。 
tg 4.4 的 问题 时 ,可 先 把 函数 进行 代数 变形 ,使 其 分 母 中 出 现 量 = 一 a; 然 后 把 函 


数 写成 T 一 5 的 形式 ,其 中 ,g(<) 一 :最 后 利用 < 的 展开 式 ,把 展 式 中 的 < 用 gC) 代 


之 即 可 达到 目的 。 
复 变 短 级 数 也 同 实 变 塞 级 数 一 样 ,在 它 的 收敛 圆 内 有 如 下 性 质 。 


定理 4.8 HERM Ус 的 收敛 半径 为 尽 ,那么 
(1) 它 的 和 函数 f(z) 在 收 化 加 |z|<R 内 解析 ; 
(2) 在 收敛 圆 |z| 二 R K ERN f(z) = > С." 可 以 逐 项 求 导 任意 多 阶 , 且 


< 


f ба) = p1C, + (p+ D p+=-2C,, z + H 


este 
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п(л— 1)+(п р ОС, +e, (p = 1,2,++) 


, 
жн, 9, (р=0.1,2,-). 


(3) РСК 内 任意 按 段 光滑 曲线 C, 短 级 数 可 以 逐 项 积分 , 即 


Грев = [сеча = эса 
定理 的 证 明 可 参考 文献 [1]。 


4.3 泰勒 (Taylor) 级 数 


4.3.1 解析 函数 的 泰勒 展 式 


由 上 节 定 理 4. 8 可 知 , 宕 级 数 的 和 函数 在 它 的 收敛 圆 内 是 一 个 解析 函数 ;反之 ,在 圆 内 解 
析 的 函数 是 否 可 展 为 等 级 数 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 一 问题 。 

定理 4.9( 泰 勒 定理 ) 设 函数 SOEN К: |:—:|<К 
内 解析 , 则 f(z) 在 K 内 可 以 展 成 等 级 数 


fe) = УС. — zo)" (4.8) б к 


Jup.c = "ЧӘ („—=о,1,ә,--› ,并 且 展 式 还 是 唯一 的 。 


n! 
证 对 于 K 内 任意 一 点 z, 作 圆周 C: 10—21 =r<R,## 
z f C 的 内 部 (图 4-1), 应 用 柯 西 积分 公式 得 


if fe 
жю = h Eat (4.9) M4- 定理 4.9 的 图 形 
НЕ t€ C, = fE C 的 内 部 ,所 以 = 一 1, 由 式 (4.7) 得 
йг z 1 _ 1 1 _ Š G=" 
一 
t 
把 上 式 代入 式 (4.9) ,并 把 它 写成 
на 
fo = DR] -+R (4.10) 


жен, =] [5 г те алаад 10, ta, 10) 可 写 为 


僵硬) 
мі rom 
fe = > Fe ао ыл) 
因此 ,要 证 式 (4. 8) 成 立 , 只 须 证 明 imRv(z) 一 0。 
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— 
由 于 f(z)fE K 内 解析 ,从 而 在 C 上 连续 ,因此 ,存在 正 数 M, 在 C 上 |f(W1<M; 又 由 于 
2—10 12-2 | 
Tal 961 
于 是 


1 < ‹р О 
о |5 0 о |а 

1f Sl |е |" 

1.15 1021 5—20 


1 SAMO... nr = Ма“ 
其 加 


因为 limg* 二 0, 从 而 在 C 内 ,limRx(z) 二 0。 在 式 (4.11) 两 端 令 N 一 oo 取 极 限 , 则 有 


Jes < 


fG) = У) С, 0а а)" 


» 
p, c, = C) C =0,1,2,-.), 
n! 


现在 证 明 展 开 式 的 唯一 性 。 
车 f(z) 在 |z 一 zo1<<R 中 另 有 展开 式 


f(z) = Fes), |z—= |< R 
由 定理 4.8 中 (2), 对 级 数 两 边 逐 项 求 导 , 并 令 < 二 xz。 ,得 


с. = E — Cn = 0,1,2, 


所 以 展 式 是 唯一 的 。 

我 们 称 式 (4. 8) 为 /(z) 在 点 zo 的 泰勒 展 式 ,C, 称 为 它 的 泰勒 系数 , 式 (4. 8) 右 端的 级 数 称 
为 泰勒 级 数 。 

把 定理 4.9 和 定理 4. 8 结合 起 来 ,可 以 得 到 如 下 结论 。 

定理 4. 10 ”函数 /(z) 在 点 zo 解析 的 充分 必要 条 件 是 /(z) 在 点 zo 的 邻 域内 可 以 展 成 宕 
级 数 。 

这 个 定理 从 级 数 的 角度 深刻 地 反映 了 解析 函数 的 性 质 , 它 可 以 作为 一 个 函数 在 点 zo 解析 
的 定义 。 

由 上 面 的 讨论 可 知 , 一 个 宪 级 数 在 它 的 收敛 圆 内 代表 一 个 解析 函数 ,对 于 收敛 圆周 上 的 
点 ,所 级 数 的 敛 散 性 是 不 确定 的 ,情况 比较 复杂 ,有 如 下 定理 。 

定理 4.11 竺 级 数 的 和 函数 在 它 的 收敛 圆周 上 至 少 有 一 个 奇 点 。 

这 是 由 于 若 寡 级 数 的 和 函数 在 它 的 收敛 圆周 上 解析 ,那么 它 的 和 函数 在 收敛 圆 周 上 每 个 


点 的 邻 域内 解析 ,这 样 不 难 推出 它 的 和 函数 在 比 它 的 收敛 贺 更 大 的 同心 圆 内 解析 ,这 与 竺 级 数 
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的 收敛 半径 不 能 扩大 矛盾。 
因此 ,如 果 zo 为 函数 f(z) 的 解析 点 , 则 f(z) 在 zo 的 邻 域内 可 以 展 成 z— z ЖК, 
收敛 圆周 以 z, 为 中 心 同时 通过 函数 f(z) 距 点 zo 最 近 的 一 个 奇 点 。 


4.3.2 一 些 初等 函数 的 泰勒 展 式 


由 定理 4.9 知道 ,一 个 函数 在 它 的 解析 点 邻 域内 可 以 展 成 泰勒 级 数 , 其 展 式 是 唯一 的 。 这 
一 基本 事实 为 我 们 把 解析 函数 展 成 泰勒 级 数 提供 了 很 大 方便 。 不 论 我 们 用 什么 方法 ,只 要 每 
一 步 运算 是 合理 的 , 则 得 到 的 函数 的 者 级 数 展开 式 都 一 定 是 函数 的 泰勒 级 数 展开 式 。 下 面 介 
绍 几 种 求 函 数 泰勒 展 式 的 方法 。 


(1) 直接 法 。 先 求 出 泰勒 级 数 的 系数 С, = f'"(z。)/n1, 然 后 直接 利用 泰勒 定理 写 出 函数 
的 震级 数 展 式 。 


例 4.5 RSSA 在 z==0 处 的 泰勒 展 式 。 
解 由 于 /f(z)=e 在 全 平面 上 解析 ,由 泰勒 定理 , 它 能 在 全 平面 上 展 成 矫 级 数 。 因 为 
Г” е, fOO, @=)01,2,-) 
于 是 它 在 点 zo = 0 处 的 泰勒 展 式 为 
еа teti +e, (zl<oo) (4.12) 
应 用 类 似 方 法 可 得 下 述 函数 在 =, =0 处 的 泰勒 展 式 


N La ан 
sinz = ZeD от = 


ГТО Е > ШГ аын И à 
С рур 199) (4.13) 
-Deise 

сове = Z, 2n)! 

e zia 

С р #1< =) (4.14) 
l =1++е tete +C z |< D (4.15) 


I—z 
例 4.6 求 宕 函数 (1 十 =)"(e 为 复数 ) 的 主 值 支 
fa) = ее mm, fO 
在 <=0 处 的 泰勒 展 式 。 
Ж 由 于 (1 十 z)* 为 多 值 函数 , 它 的 支点 为 一 1 和 oo, 它 在 复 平面 上 沿 着 负 实 轴 从 一 1 到 
%o 制 开 的 区 域内 解析 ,因此 它 能 在 |z| 二 1 ARRE. HF 
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复 变 函数 与 积分 变换 


=ww 
asa ЕСУ 
Р) = еа р ае 
ra = ala — Detna 
JO = аба — D(a—nt Deno 
于 是 


fO) = 1,7700) = а, 700) = ala — 1),+,/®(0) = аба – 1) la — n 10), 
所 以 (1 十 z)" fg z =0 处 的 泰勒 展 式 为 
a+ = 1+ 0 D = РТ 
караар .， (zlI<D 4.16) 

例 4.7 求 对 数 函数 Ln (1 十 z) 在 z=0 处 的 泰勒 展 式 。 

解 多 值 函数 Ln (1 十 z) 以 z= 一 1,co 为 支点 ， 它 在 复 平面 上 沿 着 负 实 轴 从 一 1 到 -市 开 
的 区 域内 可 分 出 无 穷 多 单 值 解析 分 支 , 取 其 主 值 支 为 /(z) 二 lno (1 十 z)。 由 泰勒 定理 , 它 可 在 
Га <. hF 


Рә = n ба) = Di = Dl... 


1 
+» а+=" 


所 以 
FPO = C DSG Dha = 1,2,+) 
注意 到 /(0)==0, 则 lno(1 十 z) 在 z=0 处 的 泰勒 展 式 为 
mat 55 е С а 0) (4.17) 
从 而 Ln (1 十 z) 的 各 支 在 z=0 处 的 泰勒 展 式 为 
маа) = 2®й+,—®+®—=+(—0 0 z< D 

其 中 心 一 0, 士 1, 士 2 

(2) 换 元 法 。 利 用 基本 展 式 (4. 12) 一 (4. 17) 在 吞 级 数 的 收敛 范围 内 进行 换 元 。 


例 4.8 жайт TE 2—0 的 邻 域内 的 泰勒 展 式 。 


解 тежи аі 和 < 一 一 i 外 解析 , 故 它 在 |<|<1 内 可 以 展 成 寡 级 
数 。 当 |z| 二 1 时 , |x| 一 1, 应 用 展 式 (4.15) 得 
тіз ааа 
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— _——————_————<—— 
1 += —= ++ Dz" +, z |< 1) 
例 4.9 求 e 志 在 = 一 0 的 泰勒 展 式 。 
解 ”显然 = 一 1 是 e 王 唯一 的 奇 点 ,于 是 它 可 在 |z| 二 1 内 展 成 寡 级 数 ,应 用 式 (4. 15) 及 式 
(4. 12) ,有 


аео афа) = 


«ва о t a lA I< D 
(3) 利用 定理 COREEAN TURARA EEEE AARNE: 
例 4.10 将 函数 f(z)= а= т 展 成 сі Ж. 
解 f(z) 在 复 平面 上 只 有 z=1 一 个 奇 点 ,由 于 f(z) 在 el 的 宪 级 数 展 式 的 收敛 圆周 要 
通过 z=1 这 一 点 ,因此 它 的 收敛 半径 为 R=11 一 i =V2, 所 以 f(z) 在 |z 一 i|<V2 内 可 展 成 z 一 
i 的 等 级 数 。 由 式 (4. 15) 及 定理 4.8(2) 得 


L 
aZ = (г) (гав) = [= 
гый ++ о ЯЕ 

Че +a) + (EE) +o] мо 


(4) 利用 矫 级 数 的 四 则 运算 。 
例 4.11 求 tgz 在 z=0 的 泰勒 展 式 。 


M ашо 最 近 的 奇 点 , 故 所 求 等级 数 的 收 化 半径 R 一 子 。 设 


ае = Баташ Баат el< F 
由 于 sinz 一 tgzcosz, 则 
Е е 22" "z. ы ЧК s 2a 
LOD FDI = 224" 0 0 он 
利用 级 数 乘 法 ,再 比较 等 式 两 端 同 次 赛 的 系数 得 


0 = as,1 = 4:0 = a — ja, g = 
1 


= A 下 ох 
0=а — 7а + арат as 29 +, 
. 59 。 


ЖЖ» Ый Ж 


шє=++тё + +з, (12) 


44 解析 函数 的 唯一 性 定理 


本 节 给 出 解析 函数 的 唯一 性 定理 和 最 大 模 原 理 ,它们 反映 了 解析 函数 的 重要 性 质 , 在 解析 
函数 的 研究 中 有 着 重要 作用 。 


4.4.1 解析 函数 的 零点 及 唯一 性 定理 


定义 4.7 设 УС) Е 12—201 <К 内 解析 ,fj(z) 天 0。 若 fF(zxo) 一 0, 则 称 «= 是 f(x) 的 
零点 。 若 У) f'(z)=--= f (xzo) 一 0, 而 大”(z) 天 0, 则 称 «= 为 Се) т Ж 


йш BSDE |а zol СК 内 解析 ,7(z) 天 0,z。 为 /(z) 的 т 级 零点 ,由 泰勒 定理 ,f(z) 在 х= 
zo ДИЈЕ РО 


5 AN 
fæ = аю "+ („шуа + Cf (а) 2 0) 


(m+! 
令 
Р өг. Й о) Р 
Ko = ар арр + 
则 


fœ = (z— zo)"9(z) 
На Ее, СЕ 内 解析 , 且 9(z6) 一 全 ЧЕ о, 


由 于 Y(z) 在 点 zo 的 连续 性 ,存在 正 数 r(~ 一 R) ,使 得 对 于 |z 一 zo | 二 r 内 的 z, 有 Ф(2) 520, 
于 是 ,存在 zo 的 一 个 邻 域 B(zo,r) ,7(z) 在 其 中 除了 «= 外 ,没有 其 他 零点 。 这 样 我 们 就 证 
明了 如 下 定理 。 

定理 4.12 Ф ГС |а |<R 内 解析 且 不 恒 为 零 ,z。 为 其 零点 , 则 必 存 在 = 的 一 个 
邻 域 ,使 /(z) 在 其 中 仅 以 zo 为 零点 。 

定理 4. 12 给 出 了 解析 函数 的 一 个 重要 性 质 , 即 非 零 解析 函数 的 零点 是 孤立 的 。 同 时 ,在 
这 个 定理 的 推 证 过 程 中 ,也 证 明了 如 下 事实 : 若 /(z) 在 区 域 D 内 解析 ,z。 为 f(z) 的 一 个 m 级 
零点 , 则 存在 z 的 一 个 邻 域 ,在 这 个 邻 域内 ,f(z) 可 以 表示 为 (z 一 zo)"p(z),p(z) 是 解析 的 ， 
Н 9(z0)#0。 

由 解析 函数 零点 的 孤立 性 ,可 以 得 到 解析 函数 的 唯一 性 定理 , 即 

定理 4.13 HRR f(z) 与 g(z) 在 区 域 D 内 解析 ,{z,} 是 D 内 彼此 不 同 的 点 列 , 且 {z,) 在 
DWARS. # f(z.) 二 g(z.)(n 二 1,2,…), 则 在 DD 内 ,f(z) 三 g(xz)。 
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定理 4. 13 证 明 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [2]。 
解析 函数 的 唯一 性 定理 反映 了 解析 函数 的 一 个 非常 重要 的 特性 , 它 表 明 若 两 个 解析 函数 
在 区 域 D 内 某 一 段 曲线 孤 或 一 个 子 域内 相等 , 则 这 两 个 函数 在 整个 区 域 D 内 恒 等 。 


定理 4. 13 中 要 求 {z,} 在 D 内 有 素 点 这 个 条 件 是 必要 的 。 例 如 ,函数 sin H EEEF 
面 上 除了 = 一 1 外 解析 ,这 个 函数 有 无 穷 多 个 零点 n=l- L, (mn 二 1,2,…), 但 由 于 这 些 零点 


的 唯一 聚 点 = 一 1 不 在 函数 sin 二 的 解析 区 域内 ,因此 , 它 不 恒 为 零 。 


例 4.12 证 明 在 全 平面 上 解析 ,在 实 轴 上 等 于 sinr 的 函数 只 能 是 sinz. 
证 设 函 数 /(z) 在 全 平面 上 解析 ,并 且 在 实 轴 上 等 于 sinz, 那 么 在 全 平面 上 解析 的 函数 
f(z) 一 sinz 在 实 轴 上 等 于 零 。 由 解析 函数 的 唯一 性 定理 ,在 全 平面 上 f(z)—sinz=0,BJ f 


(z)=sinz, 
4.4.2 最 大 模 原理 


由 柯 西 公式 知道 ,一 个 区 域 D 内 的 解析 函数 完全 可 以 由 其 边界 上 的 值 所 确定 。 因 此 ,可 
以 设想 ,解析 函数 在 区 域 D 内 的 模 是 否 一 定 不 超过 它 在 边界 上 模 的 最 大 值 ? 下 面 的 定理 回答 
了 这 一 问题 。 
定理 4. 14( 最 大 模 原理 ) 若 函 数 /(<) 在 区 域 D 内 解析 ,并 且 不 为 常数 , 则 | (z) НЕ D 
内 取 不 到 最 大 值 。 
证 若 不 然 ,1f(z) | 在 DD 内 某 一 点 x。 达到 最 大 值 , 即 
lf >If «ЄР (4. 18) 
Ў zo 的 邻 域 B(zo,R)CD,L 为 B(zo,R) 内 以 zo J Eè ,e(0<—e< R) 5% ü) AE ЖШ] Ж] , W| <Ç 
(4.18) 在 1! 上 成 立 。 若 能 证 明 在 1 上 必 有 
1f(2)1=| fa) |, zel (4.19) 
则 由 /的 任意 性 ,在 B(z。,R) 内 , 必 有 |f(z)| 三 |/(z。)|, 由 习题 2 第 7 题 ,f(z) 在 BCR) A 
恒 为 常数 ,又 根据 解析 函数 的 唯一 性 定理 , f(z) 在 D 内 恒 为 常数 ,这 与 定理 的 假设 矛盾 ,从 而 
定理 成 立 。 
现在 证 明 式 (4. 19) 必 成 立 。 若 式 (4. 19) 不 成 立 , 必 存在 z= 二 zo 十 ee € I, | fC) | > 
1f(z1)1. 由 于 f(z) 在 1 上 连续 , 故 当 9E[0, 一 6,0, 十 6](6>0) 时 ,有 
| f€z) |= | f(z +e”) |<] fC) | 
由 平均 值 公式 
leo 1= |a Seena L | усы tee 1 a= 


© + 


复 变 函 数 与 积分 变换 


ә 
ж, fe Heeh) ава | усе Hee”) | аә 
人 | f(s +e) | 48]< 


去 [1 fizo) |。26 十 | f(z0) | (2х—28)]=| f(z0) | 


从 而 得 出 矛盾 ,所 以 式 (4. 19) 成 立 。 
最 大 模 原理 有 许多 推广 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [7]。 


4.5 罗 衣 (Laurent) 级 数 


我 们 知道 ,如 果 函 数 F(z) 在 点 z 解析 ,可 以 把 它 在 zo 的 邻 域内 展 成 z— z WERK, E 
是 如 果 f(z) 在 zo 不 解析 ,而 在 zo 的 邻 域 中 其 他 点 解析 , 则 它 就 不 一 定 能 够 在 zo ЖЕ 
数 了 。 这 种 函数 在 理论 上 及 实际 问题 中 都 会 经 常 遇 到 ,对 其 进行 研究 具有 很 重要 的 意义 。 本 
节 主 要 讨论 以 zo 为 心 的 圆 环 内 解析 函数 的 表示 方法 ,为 下 一 节 研究 解析 函数 在 其 孤立 奇 点 邻 
域内 的 性 质 打下 基础 。 


分 析 如 下 形式 的 级 数 
3 C.G — z)" = + C-,(z — ze)" + БС (z — za)” + 
<< Co +C (z — zo) + +C.,(z— ze)" + *=- (4.20) 
ШЕЖЕ 
Усу = С, +C) (z z) + + C,(z — z+)" + *** (4.21) 
жакш 。 


>e, (z 一 ao) = Calz — zo)™ + Calz — za) t +++ +C_,(z— "++ (4.22) 


组 成 。 下 面 分 别 讨论 它们 的 收 和 全 范围 。 

级 数 式 (4, 21) 为 通常 的 震级 数 , 设 它 的 收敛 半径 为 RR, 若 R>0, 则 级 数 式 (4. 21) 在 圆 | 一 
zÜ | <R 中 绝对 收敛 ,其 和 函数 为 它 的 收敛 圆 |z 一 z。| СЕ 内 的 一 个 解析 函数 。 

对 级 数 式 (4. 22) 作 代 换 p= ez) 


Уса) = Capt Ca¥ Hee С + (4. 23) 
HTER t kH Т E FK ЖЖЖ. 设 它 的 收敛 半径 为 二 (r>0), 则 级 数 сс 19 


Тала ТВИСТ СОАТ СЕНИК А. 220165,1 Ий, 


ВЕ 2—2 |>r 内 解析 。 
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# "一 R, 则 级 数 式 (4. 20) 在 圆 环 D : r< |z—= | <R 内 绝对 收敛 ,其 和 函数 
fay = Ўсе ау 


在 圆 环 D : r< |z—=z, |<R 内 为 一 解析 函数 。 由 定理 4.8 知 , 级 数 式 (4. 20) 在 它 的 收敛 圆 环 
内 可 以 逐 项 求 导 , 逐 项 积分 等 。 


在 上 面 的 讨论 中 ,如 果 Fer 的 收敛 半 径 为 co ,那么 级 数 式 (4. 22) 在 0<|=—= | Соо 


内 绝对 收敛 ,这 时 级 数 式 (4. 20) 就 在 去 心 圆 环 0< | z — z | <R 内 表示 一 解析 函数 。 当 式 
(4.20) 中 C-,==0(n 二 1,2,…) 时 , 式 (4.20) 就 成 为 通常 的 堵 级 数 ,因此 竺 级 数 是 级 数 式 (4. 20) 
的 特殊 情况 。 

由 上 所 知 , 形 如 式 (4. 20) 的 级 数 , 当 它 的 正 宪 部 分 和 负 知 部 分 分 别 组 成 的 级 数 有 公共 的 收 
敛 圆 环 时 , 它 表示 该 贺 环 内 的 一 个 解析 函数 。 反 之 ,对 于 一 个 圆 环 内 的 解析 函数 , 它 是 否 可 以 
展 为 形 如 式 (4. 20) 的 具有 正 、 负 次 矫 的 敌 级 数 呢 ? 罗 朗 定 理 回 答 了 这 一 问题 。 

定理 4. 15( 罗 朗 定理 ) 若 函数 f(z) 在 圆 环 D : r<<|z 一 zo| 二 R(0<r<R<m%) 内 解析 ， 
则 当 zED 时 ,有 


Р) = У) C.G — za)" (4. 24) 
其 中 
Zaf fp = a 
G = з) td 一 0, 士 ], 土 2…) (4. 25) 


T RERAMA |g- z| =r <P<R), ЖЕЖ (4. 24) EE 
一 的 , 称 它 为 f(z) 在 D 内 的 罗 朗 展 式 , 而 右 端 的 级 数 称 为 
了 f(z) 的 罗 朗 级 数 , 由 式 (4. 25) 决 定 的 С, 称 为 1(z) 的 罗 朗 
系数 。 

证 iz SEDE D 内 任意 一 点 ,总 可 以 找到 含 于 DD 内 
的 两 个 圆周 :1z 一 zo 1 二 pi ,Ti + |z—z | = Ср <), 
z ФРИ o 二 |z 一 zo | 二 ps 之 内 (图 4-2)。 由 多 连通 域 
的 柯 西 积 分 公式 ,得 


=21[ Qa- L| 0 
го], Sa | он аге 


Ti 2xi. 
对 于 上 式 右 端 第 一 个 积分 ,由 于 《在 Ts Esz ЕГ; 的 内 部 ， 图 4-2 式 (4.26) 的 积分 园 环 
所 以 有 1(z 一 zo)/5 一 zo | 二 1。 又 因为 fcO# r, 上 连续 , 因 
此 存在 一 个 正 数 M, 使 |f( 久 1 一 M。 与 泰勒 定理 的 证 明 一 样 , 当 |4 一 zo1 二 RR 时 ,有 
L| ар Усаа)" (4.27) 


zxijn = 


— 


。63 。 


复 变 函数 与 积分 变 接 


其 中 


ро РЕ Уз 
= за) стас G= 0102060 (4.28) 


需要 指出 的 是 ,不 能 把 С, 写成 全 全 ,因为 SOE Г, 的 内 部 不 一 定 处 处 解析 。 


再 考虑 第 二 个 积分 一 去 |。 (Da 由 于 《在 Pi 上 ,点 = 在 BIRA G zs) /< 
一 al<1。 于 是 


TC kat =- F Са) S 1 2 = 
ri > С TT Y рау) 
к=н 
所 以 
1f уф Sir ло ү 
-A == AlS, Ф] а-о 
其 中 
g-an 
m0 
下 面 证 明 lim Rw(z) 一 0 # r, 的 外 部 成 立 。 令 
t= a _ 
tel leaa 


因为 在 АВ, A f 0<q<1, X f(O#E P, 上 连续 ,因此 存在 正常 数 M, EOIS 
M ,于 是 有 


Го I< È [>т 11 


110—2 


аум. оа 


taj 
z—zo 


Jes < 


27р 1-9 
由 于 0<@<1, йт Rw(z) 一 0, 从 而 有 
-zil Ert- Èc- ш (4.29) 
其 中 
=1[ 270. = РЕ 
с. а. 00-9 asio (4.30) 


由 式 (4. 26) 一 (4. 29) ,得 


fG) = Ус, (Е—)" + се =o" "= 


— 
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Ўсе-ах 
应 用 多 连通 的 柯 西 积分 公式 , 式 (4. 28) 和 式 (4. 30) АОК КР Г, ЖП r, 的 积 
分 都 可 以 换 成 沿 任意 圆周 Г: |< 一 z。 | 二 pl(r<p<R) 的 积分 ,于 是 系数 公式 统一 起 来 就 可 表示 
成 式 (4. 25)。 
最 后 证 明 展 式 的 唯一 性 , 设 F(z) 在 圆 环 r< |z—= |<<R 内 另 有 一 个 展开 式 


fo = Жо (z— ze)" 
以 (< 一 =)--: 去 乘 上 式 两 端 ,并 沿 圆周 积分 , 即 得 


¿F 308 — m) dE = 2ri 
lat dt = He ARG ze)” at = 2riC’, 
于 是 


1 f9 qt, 


= за) Eny (m = 0, +1, 62,9) 


即 展 式 是 唯一 的 。 


和 短 级 数 一 样 ,任意 一 个 罗 朗 级 数 У) C 一 a)" 总 是 它 的 和 函数 f(z) 在 它 的 收敛 圆 环 
内 的 罗 朗 展 式 。 因 此 , 圆 域内 的 解析 函数 的 特征 是 它 在 圆心 处 有 泰勒 展 式 , 而 贺 环 内 的 解析 函 
数 的 特征 是 它 在 圆 环 内 有 罗 朗 展 式 。 

罗 朗 定理 为 我 们 求 函数 在 圆 环 内 的 罗 朗 展 式 提 供 了 理论 根据 。 然 而 , 罗 朗 展 式 中 的 系数 
公式 虽然 在 形式 上 与 泰勒 展 式 的 系数 公式 是 一 致 的 ,但 是 由 于 函数 f(z) 在 圆心 «= 不 一 定 
解析 ,所 以 当 n2>1 时 ,就 不 能 像 泰 勒 展 式 那样 用 函数 在 圆心 处 的 导数 f Се, ) 去 求 展 式 中 的 
系数 ,而 通常 往往 利用 罗 朗 展 式 的 唯一 性 来 间接 地 求 罗 朗 展 式 。 例 如 ,借助 一 些 初等 函数 的 泰 
勒 展 式 , 采 用 换 元 法 , 寡 级 数 的 四 则 运算 , 逐 项 微分 (积分 ) 等 。 下 面 举 一 些 例子 ,希望 读者 从 中 
体会 。 

例 4.13 将 函数 /= 


(1)1<|41<2;, (2) 2<|z|<+20 
内 展开 成 罗 朗 级 数 。 


解 (1) #1<[z|<2 内 ,由 于 | 工 211,15 1 一 1, 所 以 


在 圆 环 


= 1 ait ЛИ И 11 
ру aA ael 2 


== 


2 
22087-12607 -AAA 


. 65. 


РЕТ 5RIRR 
ee 


(2) Æ 211 <ео 11,1211, 


1 和 
da er e күле" 
z z 
1 SI 
13(2) - куе”? = 


在 这 里 ,同一 个 函数 有 两 个 不 同 的 展开 式 ,但 这 与 形式 的 唯一 性 并 不 矛盾 。 因 为 这 两 个 展 
式 是 对 不 同 的 圆 环 展开 的 ,而 唯一 性 的 结论 只 对 同一 个 圆 环 内 展开 时 成 立 。 


例 4.14 将 函数 /(z) 一 ss 在 0<1z|<<c 内 展 为 罗 妆 级 数 。 


я 函数 о-ва z=0 外 在 全 平面 上 解析 ,利用 sinz ВЕСЕ, зу BEE 


ан lan ns TC pr ZE ушу. 
so = %Щ® а +f +C тро) = 
ВЕ 
лара вре р O<] z [<+ o) 


例 4.15 将 函数 әу E 0<|z=—2|<1 内 展 为 罗 朗 级 数 。 


解 、 因 为 当 0<1 一 21<1 时 ,所 展 罗 朗 级 数 应 为 X) C.(z 一 2)" 的 形式 。 由 于 | 一 2|< 
1 所 以 


i 1 И ИР РРА 
=” G= yi G= = 2/®=9 


Gl = (h) = (е-2 = 


14202-2) + naD +, (|z—21<1 


= 1 МЕ. АР 1 = 
Joe DGD CG 


афа 0 аа 一 


HHH 0) а +з = 


Dns (0<|«,—2|<1) 
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4.6 解析 函数 的 孤立 奇 点 


4.6.1 孤立 奇 点 的 分 类 


定义 4.8 FRR f(z) 在 z, 的 去 心 邻 域 0 一 |z 一 z1| 一 R(O 一 R 过 十 ce) 内 解析 ,在 z 点 
不 解析 , 则 称 z 为 (=) 的 孤立 癌 点 。 
£ 


例如 ,zx=0 是 函数 sinz/z,sinz/z* ЖП sin 二 的 孤立 奇 点 , 它 虽 然 也 是 工 的 奇 点 ,但 不 是 


эщ — 
z 


孤立 奇 点 ,因为 在 z=0 的 任何 邻 域内 ,总 有 形 如 n= ЮА. 


如 果 zo 是 (zx) 的 孤立 奇 点 , 则 在 z 的 某 个 去 心 邻 域 0 一 1z 一 am |<R 内 ,f(z) 可 展 成 罗 
朗 级 数 


+= 
fG) = У) C.G — za)" (4.31) 


其 中 ,上 述 级 数 中 负 寓 项 的 部 分 称 为 主要 部 分 ,其 余部 分 ( 即 常数 项 与 正 寡 项 部 分 ) 称 为 解析 部 
分 。 决 定 孤 立 奇 点 mm (天 ce) 性 质 的 是 展 式 中 的 主要 部 分 。 根 据 级 数 式 (4. 31) 中 主要 部 分 含 z 
— 的 负 冤 项 个 数 的 多 少 ,可 以 对 孤立 奇 点 z 进行 分 类 。 

定义 4.9 设 zxo( 天 co) 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 ,级 数 式 (4. 31) 是 f(z) 在 z, 的 去 心 邻 域 
0 过 |z 一 zo | 二 R 内 的 罗 朗 展 式 。 

如 果 式 (4. 31) 中 不 含 z— zo 的 负 宏 项 , 则 称 z 为 /(z) 的 可 去 奇 点 。 

如 果 式 (4. 31) 中 只 含有 有 限 多 个 z— = О NOR ik Ж 


Can Caa a Са 
Ci tt eC) 


则 称 zo 为 f(z) 的 m 级 极点 。 
如 果 式 (4. 31) 中 含有 无 穷 多 个 z— = 的 负 短 项 , 则 称 zo 为 /(z) 的 本 性 奇 点 。 


例 4.16 ==0 是 sinz/z,sinz/zvsin 二 的 孤立 奇 点 。 这 三 个 函数 在 < 一 0 的 去 心 信 域内 


的 罗 朗 展 式 分 别 为 
一 工 一 + 二 DOT O<] е|<+о) 
sin 工 一 圭一 直 二 + 十 CDm урш + 0 а о) 


由 定义 4.9 知 ,z 一 0 分 别 是 sm SDE ,sin 二 的 可 去 奇 点 ,一 级 极点 和 本 性 奇 点 。 
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ee 


4.6.2 BBB fE Y ESC Rtt N 


对 于 函数 孤立 奇 点 的 类 型 ,除了 根据 它 的 罗 朗 展 式 中 主要 部 分 的 不 同情 形 进行 判别 外 ,还 
可 根据 函数 在 孤立 奇 点 附近 的 性 质 进行 判别 。 首 先 对 于 可 去 奇 点 ,有 如 下 定理 。 
定理 4.16 设 函数 F(z) 在 0 一 |z 一 zl| 一 8(0 和 38 一 十 cc) 内 解析 , 则 zo 为 f(z) 的 可 去 奇 


点 的 充分 必要 条 件 是 limf(z) 存 在 且 有 限 。 
证 必要 性 。 É z 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ,从 而 在 0<|z—= | <ó 内 有 
fe) = С Сб ze) + + C, (z — ze)" + *** (4.32) 


IN ЕРНСТ gE lz zol <d 内 解析 ,特别 在 z= zo 处 连续 , 当 z z 时 ， 
W f(z)=g(z),WJ 
limf(z) = limg(z) = C, 


充分 性 。 设 在 0 二 |z 一 zo。1<6 内 f(z) 的 罗 朗 展 式 为 


+= 


fœ = 


C.(z — zo)" 


由 于 lim/(z) 存 在 , 则 存在 正 数 M A pd), tt 8 0<|«—|<роф,| f(z)|<M. 设 
P: {~zo | =p, W HRCA. 25) 得 
osc = |ы, a] f, аи 


20у ^а" 
1 "tt = Мо" ы ... 
5М2®р/6 = Мр", (п = 1,2,+) 


令 po~0 得 ,C-,=0,(n=1,2,…)。 于 是 z 是 F(z) 的 可 去 奇 点 。 

在 定理 4.16 的 证 明 过 程 中 看 到 , 当 z, 是 f(x) 的 可 去 奇 点 时 ,车 补充 定义 

G) = limf) = C 

式 (4. 32) 左 端 与 右 端 在 |z 一 z。| 0 内 相等 ,而 右 端 在 z。 解析 ,从 而 SOE z 也 解析 。 这 就 
是 可 去 奇 点 名 称 的 由 来 。 今 后 ,在 谈 到 可 去 奇 点 时 ,我 们 都 把 它 当 作 解 析 点 看 待 。 

其 次 ,对 于 极点 的 判定 ,有 如 下 定理 : 

定理 4.17 HAR /(z) 在 0 二 |z 一 z。1<6 内 解析 , 则 хо 为 f(z) 的 mlm 之 1) 级 极点 的 充 
分 必要 条 件 是 РС) Е 0< ||z—<= | <ë 内 可 表示 为 

a 2000. 


(z— 20)" 


的 形式 ,其 中 p(z) 在 zo 解析 , 且 Фо) 90. 
证 必要 性 。 设 f(z) 在 0<=|z 一 x。1<6 内 解析 ,zo 为 f(z) 的 m( 宇 1) 级 极点 ,那么 在 0 二 
12—21<0 内 ,f(z) 有 罗 朗 展 式 
.68 。 


(«—)" t (z— 20)" 


Сао оа) Саа 


2—20 


这 里 C-。 取 0。 于 是 
F = С +С (а-в) + H Cole s)" + 
3 


"pay = 
Ст +) = уар) 


其 中 ,op(z) 一 C-。 十 C-。ri(z 一 za) 十 … 十 Co(z 一 zo)" 十 … 十 Cu(z 一 za)"+" 十 … 是 zx。 MHE M E 
级 数 ,收敛 半径 仍 为 8, 故 在 z 解析 , 且 фз) =С „970. 
充分 性 。 设 


1 А 
= 一 一 一 一 ， 一 ò ‚3 
Fœ Gaar? 0<|z—z |< (4. 33) 


把 PHE z= zo B BHR P E R FE A А] 


+ 
Pz) = Bb,(z— zo)" 


其 中 ,b 二 9(zo) 隆 0。 把 Са) ОРЕК А СА. 33) , 则 可 得 到 /(z) 在 z, 的 罗 朗 展 式 
bo b bm 
ун аа Б + Ба (z — z) ++, #0) 
于 是 z 为 (x) 的 т 级 极点 。 
由 定理 4.17, 若 zo 为 F(z) 的 mlm 宇 1) 级 极点 , 则 


f) = Z=. ФС) #0 
7 


tt 


== 


于 是 
= G— =)" 


1 
Е ку p 


以 zo 为 m BREA MA 

定理 4. 18 ”= 一 z 为 函数 f(z) 的 m(m 宇 1) 级 极点 的 充分 必要 条 件 是 函数 so= 7 在 
zo 解析 , 且 以 zo 为 mlm 三 1) 级 零点 。 

由 定理 4. 18, 还 可 得 出 极点 的 另 一 特征 ,其 缺点 是 不 能 指出 极点 的 级 数 。 

定理 4.19 设 z 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 z 为 /(z) 的 极点 的 充分 必要 条 件 是 


limf(z)= œ 


例 4.17 函数 以 «=0 为 二 级 极点 ,以 = 一 i 为 一 级 极点 。 


ZG—D 
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最 后 研究 函数 的 孤立 奇 点 为 本 性 奇 点 的 特征 。 由 定理 4.16 和 定理 4.19 得 如 下 定理 。 
定理 4.20 设 z 为 函数 f(x) 的 孤立 奇 点 , 则 z 为 f(z) 的 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 
limf(z) 不 存在 。 


例 4.18 证 明 z=0 是 函数 F(=) 一 zet (л 为 整数 ) 的 本 性 奇 点 。 
证 :因为 
lim "е = limz"et = оо 


lim z'e* = тате? = 0 


== = 


所 以 limx'et 不 存在 ,由 定理 4.20,z—0 是 /(z) 的 本 性 奇 点 。 
4.6.3° 函数 在 无 穷 远 点 的 性 质 


定义 4.10 若 函 数 f(z) 在 无 穷 远 点 的 邻 域 :R 一 |z| 王 十 ce(R>0) 内 解析 , 则 称 = 一 co 为 
f(z) 的 孤立 奇 点 。 


设 < 二 o0 为 函数 /(<) 的 孤立 奇 点 ,为 了 研究 /(z) 在 «= co 邻 域 的 性 态 , 作 变换 # 一 二 ,将 
扩充 = 平面 上 = 一 co 的 邻 域 变 为 《平面 上 《一 0 的 去 心 邻 域 。 并 且 函 数 
(р = f) = ср 
ж о<1й< кийн. 0 是 它 的 一 个 孤立 奇 点 。 这 样 我 们 就 可 以 把 研究 /Cz<) 在 oo 点 的 久 
域 的 性 质 转化 为 研究 5( 妇 在 《一 0 的 去 心 邻 域内 的 性 质 。 
因此 ,如 果 5=0 是 &( 妇 = 太志) 的 可 去 奇 点 、(m 级 ) 极 点 \ 本 性 奇 点 ,我 们 就 相应 地 称 =— 


co 为 f(z) 的 可 去 奇 点 、(m 极 ) 极 点 、 本 性 奇 点 。 如 果 x 二 oo 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ,我 们 也 称 z= 
co 是 f(z) 的 解析 点 。 


由 于 5( 纪 在 0<| 引 < 页 内 解析 ,5 一 0 是 它 的 一 个 孤立 奇 点 ,从 而 它 在 0<| 引 << 南 内 有 罗 
MER 


gH = Et (4.30) 
它 的 主要 部 分 是 
бё бы. 
га аны 
解析 部 分 是 


C, +С +С, + +C. + 
.70 。 
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4—44 
把 式 (4. 34) 中 CRAE WAR ГО) < |21<+оор й ВЕ 
(4. 35) 
其 主要 部 分 是 
С +С + С" +e (4.36) 
解析 部 分 是 


+С. +С. +С. + 

ЖХ 411 设 z=co 为 函数 F(z) 的 孤立 奇 点 ,级 数 式 (4. 35) 8 f(z) 在 z= 二 oo 的 去 心 邻 域 
К< || < сору %) ВЕ. 

如 果 式 (4. 35) 中 不 含 = ЛЕЙ, = 一 co 为 f(z) 的 可 去 奇 点 。 

如 果 式 (4. 35) 中 只 含有 = 的 有 限 个 正 宪 项 , 设 为 

Ciz +С + + Caz” s (C, Z 0) 

ИЖ = 一 co 为 /(z) 的 m 级 极点 。 

如 果 式 (4. 35) 中 含有 z 的 无 穷 多 个 正 寡 项 , 则 称 z=o0 为 f(z) 的 可 去 奇 点 。 


于 是 ,我 们 立即 可 以 把 函数 在 有 限 孤 立 奇 点 的 有 关 结 果 转 移 到 无 穷 远 点 的 情形 。 类 似 于 
定理 4.16, 有 


定理 4.21 设 < 二 oo 为 函数 /(<) 的 孤立 奇 点 , 则 = 一 co 是 7(z) 的 可 去 奇 点 的 充分 必要 条 
件 是 lim/(z) 存 在 且 有 限 。 


类 似 于 定理 4. 19, 有 
定理 4.22 设 >= cc 为 函数 /(z) 的 孤立 奇 点 , 则 х= оой f(z) 的 极点 的 充分 必要 条 件 是 


limfGz) =eo, 
类 似 于 定理 4. 20, 有 


定理 4.23 设 соо Ж f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 z= 二 oo 是 f(z) 的 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 
件 是 lim f(z) 不 存在 。 


例 4. 19 判断 < 二 oo 是 下 列 函 数 的 什么 类 型 奇 点 ,对 于 极点 ,指出 它 的 级 。 
(1) уб) еї, 


D e= соба, 
解 D HT С) ет оой И 0< | «| сорай Я ARA 
PE: аа L q. qp D. 
f) =e =1+ + үл+=+ ү + 


п\2" 
其 中 ,不 含 = WERN, АП z= co f(z) 的 可 去 奇 点 。 


зт 
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(2) 由 于 cosz 在 cc 的 邻 域 的 罗 朗 级 数 就 是 它 在 2—0 处 的 泰勒 级 数 


He] z [< оо), 
于 是 == оо f(z) 的 本 性 奇 点 。 


习题 4 

,判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 。 
o SER)", odi 
(3) у) Q+5D" B50", a) у) sin Gim) sin D, 
2. aaa ЖЫП 
D È tess оў 5, o $ ү 
(4) È zlar, (5) Db" (6) Dee. 
3. 求 下 列 函 数 在 z=0 处 的 泰勒 展 式 ,并 指出 它们 的 收敛 区 域 。 
а) {гүр D ©з G) віп; 
W eh; OET (6) arctgz, 其 中 arctgz|。。 一 0。 
4. 求 下 列 各 函数 在 指定 点 zo 处 的 泰勒 展 式 ,并 指出 它们 的 收敛 区 域 。 
v, =, (2) cosz, =н 


1 
d TFT а= (Фу, v=- 
5. чиглавпжтижаае 项 为 止 , 并 指出 其 收敛 范 围 。 


a) 


(2) sin 


cosz 


в. 如 果 У) С," 的 收 敏 半径 为 尺 ,证 明 > (ReC.)z" ЗЕЕ > R. 


T. 设 f(z) fe | z | 一 及 内 解析 ,泰勒 展 式 为 (2) = Yaz" $ МО) = max | fere |, 


= 


+72. 


0 二 ~ 二 尺 。 试 证 


la, < М0 =0,1,2,--) 
8. 指出 下 列 函 数 在 零点 «=0 的 级 。 
(D е1; (2) 3cosz' —3, 
9. W zo 是 函数 f(z) 的 m 级 零点 ,又 是 g(z) 的 nn 级 零点 ,试问 x。 是 下 列 函数 的 多 少 级 零 
(1) С) +02) (2) f) + (=); o £2 


g(z)° 
10. 是 否 存在 在 = 一 0 处 解析 的 函数 С) ,在 <. 一 二 处 取 下 列 函 数值 
(1) 0,1,0,1,0,1，… 


11. 试 举 一 例 ,说 明 函 数 f(z) 在 某 个 区 域内 解析 且 有 无 穷 多 个 零点 ,但 /(x) 半 0。 
12. 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,f(z) 半 常数 。 试 证 :在 任意 一 条 包括 其 内 部 属于 区 域 


D 的 闭 曲 线 内 的 点 f(z) 一 A 只 有 有 限 个 根 ,其 中 ,A 为 任意 常数 。 


13. 设 /(z) 在 复 平面 上 处 处 解析 , 且 存在 一 个 正 整 数 n 及 两 个 正 数 R 和 M E 4 |z|>R 


时 ,1/(z)| 志 MIzl", 试 证 明 f(z) 是 一 个 至 多 nn 次 的 多 项 式 或 一 个 常数 。 


14. 求 下 列 函数 在 指定 区 域内 的 罗 郎 展 式 。 


O гв 在 0<|z|<1 及 1<|z|<oo; 


Dopu #14128 

(3) zet Ж 0<|=|<оо; 

(4) er 上 在 1 一 |z| 一 co (ЯЖ). 

Пт еге 都 是 复数 。 
A) 0< [а|<|21<161; (2) 1212161. 


16. 试 证 函数 7(z) зс ТЯН У) Саг 的 系数 为 


š 
с, = 去 | cosngsin(2cosb)d0 
зх), 


17. 求 下 列 函数 的 奇 点 ,并 确定 它们 的 类 型 (对 于 极点 ,要 指出 它们 的 级 )。 
。73 。 
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= 1 
тету D snzteosz! 
Q) = (5) ctgzs 

1 
G ү и ЖЕФ ШО, © нов 1. 


18. #==а 分 别 为 函数 f(z) 与 g(z) 的 m 级 与 n 级 极点 ,那么 z= 二 a 为 f(z) 十 g(z),f(z) 
rO REE Ажа д? 
19. 设 f(z) 不 恒 为 零 且 以 z=a 为 解析 点 或 极点 ,而 С) Ц z=a 为 本 性 奇 点 。 


试 证 :z=a 是 f(z) 土 g(z),f(z)g(z)， mataas. 


ene 


第 S 章 留 数理 论 及 其 应 用 


留 数 理论 是 复 变 函数 的 一 个 重要 组 成 部 分 ,有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 本 章 先 叙述 留 数 的 一 


般 理论 ,然后 给 出 它们 在 计算 复 积分 和 实 积分 中 的 一 些 应 用 ,最 后 介绍 辐 角 原理 和 俑 软 
(Rouch) EM. 


51 留 数 及 留 数 定理 


5.11 留 数 的 定义 及 留 数 定理 


设 函 数 f(z) 在 z, 点 的 邻 域内 解析 ,对 于 这 个 邻 域 内 任 一 条 包含 zo 的 简单 闭 曲线 C, 由 柯 
西 积分 定理 ,有 
[әд = о 
但 是 ,如 果 f(z) 在 z 的 某 个 去 心 邻 域 0 二 |z 一 z。| 二 R 内 解析 ,z。 是 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 
积分 [лое KERF- JE p. RARR, SDE 0<|[=—= |<R 内 可 展 成 罗 朗 级 数 ,其 
罗 朗 系数 是 
G= L| Le ade (n=0, t1, E2) 


2rije (z — zo)™ 
其 中 ,C: 1z 一 zo1=p (0<p<R) 
当 n= 一 1 时 ,得 


2517 
СА = пса 


于 是 ,如 果 事先 能 够 知道 C ,的 值 , 则 | f(z)dz 的 值 也 就 确定 了 。 由 此 便 产生 了 留 数 的 概念 
定义 5.1 设 函 数 /(z) 以 有 限 点 z 为 孤立 奇 点 , 即 f(z) 在 zo 的 去 心 邻 域 0<|z 一 zx, | 二 
内 解析 , 则 称 积分 | S ode 的 值 为 函数 (=) 在 点 z 处 的 留 数 , 记 作 


жі 
Res (/02),5) = fsd 5.10) 


其 中 ,C: |z—z | =0<Е,С 的 方向 是 逆 时 针 的 。 
由 柯 西 积分 定理 知 ,Res (fC) ,z。) 的 值 与 圆周 C 的 半径 p 的 大 小 无 关 , 因 而 它 是 唯一 的 。 
如 上 所 述 ,Res (f(z),z。) 的 值 就 是 f(z) 在 点 zo 的 去 心 邻 域内 的 罗 朗 展 式 的 罗 朗 系数 C- ,所 
以 也 可 以 写成 
Res (f(z) ,0) = Cy 5.2) 
В. 2, (обоо) а f(x) 的 可 去 奇 点 , 则 Res (f(z) ,zo) 一 0。 


复 变 函数 与 积分 变换 
эс 


例 5.1 RSO E =o 处 的 留 数 。 
解 由 于 
fey= S = Ratet teti +o = 
1 1 z = 
а 
由 公式 (5.2) 知 ,Res (702) ,0) =1, 
在 很 多 问题 中 ,往往 要 计算 函数 在 一 个 闭 曲线 上 的 积 
分 。 如 果 函 数 在 闭 曲线 内 除去 有 限 多 个 孤立 奇 点 外 都 是 解 
析 的 , 则 可 以 将 函数 在 闭 曲线 上 的 积分 转化 为 计算 它 在 这 些 
孤立 奇 点 处 的 留 数 。 于 是 有 下 述 定理 。 
定理 5.1( 留 数 定理 ) 设 函数 /(z) 在 区 域 D 内 除去 有 
限 个 孤立 奇 点 zi za z, 外 解析 ,C J D 内 包含 这 些 奇 点 
在 其 内 部 的 一 条 简单 闭 曲线 , 则 
Јов = Уке О 6.3) 
证 ECAR A a k=l, 2 n) N b MEERA 
且 互 不 包含 的 小 圆周 Ci (k= 二 1,2,…,n)( 见 图 5-1)。 由 多 
连通 的 柯 西 积分 定理 ,有 


Грев = У] лов 图 5-1 等 价 积分 曲线 
к= Ga 
应 用 留 数 定义 即 得 式 (5. 3), 

5.12 留 数 的 求法 


留 数 定理 把 计算 闭 曲线 上 的 积分 值 的 问题 转化 为 计算 各 个 孤立 奇 点 上 的 留 数 的 问题 , 即 
计算 在 每 一 个 孤立 奇 点 处 的 罗 朗 展 式 中 负 短 一 次 项 的 系数 C-,。 但 在 一 般 情况 下 , 求 罗 朗 展 
式 也 是 比较 麻烦 的 ,因此 ,根据 孤立 奇 点 的 不 同类 型 ,分 别 建立 留 数 计算 的 一 些 简便 方法 是 十 
分 必要 的 。 

D 可 去 奇 点 的 留 数 

如 果 z 是 函数 /(z) 的 有 限 可 去 奇 点 , 则 C ==0, 因 此 Res (f(z),z,)=0, 

(2) 极点 的 留 数 

当 函 数 的 孤立 奇 点 是 极点 时 ,通过 导数 计算 留 数 更 加 简便 。 

定理 5.2 É z 是 函数 SOW naD MRA, 


. 76. 
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Res С/С) ,0) = lim agi а 07700] (5.4) 
证 HT z № 0) 0 n В] f(z) 在 点 zo 邻 域内 的 罗 朗 展 式 为 


©. 


Жө = аса LO +6 а) + 


zo)" z— 
以 (z 一 zo)" 去 乘 上 式 两 端 ,得 
(z—zo)"f(z) = Cn + + + C_, (z о) С (е ж)" + C, (z — za)" + *** 
对 上 式 两 边 求 n 一 1 阶 导数 ,有 


| = (п ИС , +n(n— 1):2 + C, (z — ze) +++ 
(n+ Dane3(z—z0)? +++ 
ERRU zzo 时 取 极 限 , 得 


аса z)" f G) _ 


= 


lim 


= 


(n—DIC, 


公式 (5.4) 得 证 。 
公式 (5.4) 常 常 简 记 为 


Кез (f(z),z) = Гое zf] 


DI dz -x 
推论 5.1 当 z 为 函数 /(z) 的 一 级 极点 时 ,由 式 (5.4) 立 即 得 到 
Res (f(z) оа) = lim[(z хо) f(2)] (8.5) 
推论 5.2 若 函 数 
— е0) 
so = у 
其 中 ,p(xz) ФС) МЕ zo 处 解析 , 且 ФС) 350,000) Д з 为 一 级 零点 , 则 
Res (F(z),zo) = е, 6.6) 
证 由 假设 z 为 f(z) 的 一 级 极点 ,应 用 公式 (5.5), 知 
‚м _„у# gG) _ Kz) 
Res СО») = lim[ (= w 5⁄5] lim у) “ Yew) 
r= 


一 般 来 讲 ,公式 (5.4) 适 合计 算 级 数 较 低 的 函数 的 极点 的 留 数 。 如 果 极 点 的 级 数 较 高 时 ， 
计算 可 能 比较 复杂 ,此 时 可 根据 具体 情况 改 用 其 他 方法 计算 留 数 。 
(3) 本 性 奇 点 的 留 数 
函数 在 本 性 奇 点 的 留 数 ,没有 像 极点 的 情形 那样 简单 ,一 般 需 要 求 出 罗 朗 展 式 , 方 能 定 出 
留 数 。 
т. 


复 变 函数 与 积分 变 接 


下 面 给 出 一 些 计算 函数 孤立 奇 点 处 留 数 的 例子 。 
015.2 求 函数 
£ 
ID = асрат» 
在 == +1 处 的 留 数 。 
解 ” 由 于 z=1 是 分 母 的 一 级 零点 , 且 分 子 在 z=1 时 不 为 零 , 因 此 ,z=1 是 f(x) 的 一 级 极 
点 。 由 式 (5. 5) 得 


Res (f2), 1) = lim(z — D =+ 


G= DG + D 
由 于 = 一 1 是 分 母 的 二 级 零点 , 且 分 子 在 = 一 一 1 时 不 为 零 ,因此 ,z= 一 1 是 f(z) 的 二 级 
极点 。 由 公式 (5.4) ,可 以 得 到 


= ini 8 ыжы ыы 
Res (G), —1) 一 加 二 [+ утуе |= 


lim 1. = 一 二 
= (z — 1)? 4 


оз жай SO E l 处 的 留 数 。 


解 因为 z' 一 1 以 <=1 为 一 级 零点 ,而 sin 1 天 0, 因 此 f(z) 以 < 一 1 为 一 级 极点 。 由 公式 
(5.6) 得 


Res (f(z),1) = у | „== Tsin 1 
例 5.4 RAR f(z)=e"** 在 z=0 处 的 留 数 。 
解 z=0 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ,因为 
=i 
fO) = е ее ае аа +…)G+ 二 十 直 去 十 … 十 
11 
Elga, (0<1zl<co) 
niz Ç 
所 以 相 乘 后 级 数 二 的 系数 C_, 为 
m СТЕ to ЧА НЕ 3: 
C орта 
于 是 
1 
Res (f(z), о =1+21 ++" “PSS D Ta 


例 5.5 计算 积分 j 


ро +97“ 
。78 。 
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解 函数 :rs 二 6 在 1z|<<2 内 只 有 一 个 二 级 极点 :一 0。 由 
Бу ЕЗЕР. че, 
zaol =s) 

得 
x 
aes = +]... 5% s|. ерее 


因为 5 在 |z|<2 上 解析 ,由 柯 西 积分 定理 ,上 式 右 端 第 二 个 积分 为 零 ,从 而 


a г, de = $ 2riRes( $0) = 


К 1-2 2 тг 5% 


Тлеу | = 2xi 
у?е) |. - gi 


513 函数 在 无 穷 远 点 处 的 留 数 
定义 5.2 设 co 点 为 函数 F(z) 的 一 个 孤立 奇 点 , 即 УС) ЯЕ R<1z|<< 十 ce 内 解析 , 则 称 积 
Јода 的 值 为 1(z) 在 oo 点 的 留 数 , 记 作 


分 
Res (f(z) ,00) = =). Fdz 


Ф.С |z| =r>R C 的 方向 是 顺 时 针 的 。 
设 SfE R< |z| <+ p RRA 


Жө = +С. EHC T +G Са Ce" 


ERRAR i C- 逐 项 积分 ,并 根据 定义 5. 2, 有 


2ri 


š 一 1 < 
Кез СРС оо) = ы], fear = Ус. ed = (5.7) 


即 f(z) 在 oo 点 的 留 数 等 于 它 在 o 邻 域 的 罗 朗 展 式 中 负 一 次 短 的 系数 的 相反 数 。 
这 里 需要 指出 的 是 , 当 z 为 几 z) 的 有 限 可 去 奇 点 时 ,必然 有 Res(J(z),zo) 一 0; 但 是 ,如 


果 co 点 是 /(z) 的 可 去 奇 点 (或 解析 点 ) 时 , 则 不 一 定 有 Res (7(z),co) 一 0。 如 /(z) 一 1 十 二, 
一 co 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ;但 Res(f(z) ,co) 一 一 1 天 0。 
例 5.6 Ж) SE = 一 处 的 留 数 。 


解 由 于 
.79 。 


аяй Ж 


„к. Е ЧЕР ЖУЗЕ: НЕГР 
кә = 5 = 5 аре 


由 式 (5.7),Res (Јо) ,00) 一 一 去 。 


этика натаяткхокялинсинха,я иген. 
定理 5.3 设 函数 /(z) 在 扩充 复 平面 上 除去 = ,za ，…，z,co 外 解析 , 则 有 


Уке СРС а) + Res (УС) 599) = 0 (5.8) 
证 以 原点 为 心 , 作 一 —щ c: 1z|==R, 使 C 的 内 部 包含 全 部 x,(1<k<n)。 由 定理 5.1 
лов = Уке ОУ 
另 一 方面 ,由 定义 5.2, 有 
эң. dz = Res (уб) оо) 


把 上 面 两 式 相 加 , 即 得 式 (5. 8) 。 

公式 (5.8) 在 计算 留 数 时 是 非常 有 用 的 。 如 果 已 知 函数 在 所 有 有 限 孤 立 奇 点 的 留 数 之 和 ， 
由 式 (5.8) 即 可 知道 函数 在 无 穷 远 点 的 留 数 ;反之 ,如 果 知 道 了 函数 在 无 穷 远 点 的 留 数 , 则 函数 
在 所 有 有 限 孤 立 奇 点 的 留 数 之 和 便 可 求 出 。 当 函数 有 限 孤 立 奇 点 较 多 ,其 留 数 之 和 计算 比较 
复杂 时 ,通过 求 函数 在 无 穷 远 点 的 留 数 来 求 其 在 所 有 有 限 孤 立 奇 点 的 留 数 之 和 常常 是 非常 方 
便 的 。 


例 5.7 计算 积分 
Р 
J. ӨЛЕН а ta 
解 SOS S OIA TAA 


zm ее (k=0,1,2,3) z =i zs = іуда оо, 
前 6 个 奇 点 均 在 圆 |z| 二 4 的 内 部 ,由 留 数 定理 ,有 


W = 27i X) Res (f(z2) а) 
要 计算 > Res С/Се) ,zx) 是 十 分 麻烦 的 ,可 应 用 定理 5. 3, 把 其 转化 为 计算 f(z) 在 co 点 
的 留 数 。 由 于 
1 


fo) = =la-2 +a - 5 L. 
z(1 十 去 +£ * = б 


故 Res FO EEEO A 
. 80 - 


第 5 章 留 教理 论 及 其 应 用 


j. f(z)dz = 2xi У) Кез (f(z) ,z,) = 2mi(— Res( f(z),co)) = 2ni 
s= жы 


我 们 还 可 以 先 计 算出 比较 容易 计算 的 函数 的 部 分 孤立 奇 点 的 留 数 , 然 后 应 用 式 (5. 8) 求 出 
较 难 计算 的 另 一 部 分 孤立 奇 点 的 留 数 之 和 。 


А 1 
例 5.8 计算 积分 а с-90 DI 


i 1 
解 Р = уса руз 7(z) 一 共有 7 个 孤立 奇 点 : 
z = ef (k = 1,2,3,4,5),® = 3,2, = оо 
ERN || =2 的 内 部 有 5 个 三 级 极点 z (k=1,2,3,4,5) ,应 用 定理 5. 1, 有 
s 
| ,fdz = 2mi 27 Res СУС) sza) 
s- kel 


计算 上 式 右 端的 留 数 比较 麻烦 ,应 用 定理 5. 3, 可 把 其 转化 为 计算 /(z) 在 孤立 奇 点 z=3 和 co 
点 的 留 数 。 由 于 


= li 2. 1 1 
Res (f(z),3) = lim(z 3) G- DeL AF 


= 1235 1уә = 
fe) = 


Бажжа до, G <| z |<+ 20) 


Res (f(z),co) =— Cı = 0 
由 公式 (5.8) 知 


о =— 2mi[Res (fG),3) + Res fo = 28 


5.2 应 用 留 数 计算 定 积分 
在 很 多 实际 问题 及 理论 研究 中 ,往往 需要 计算 一 些 定 积分 ,例如 |= зала стання 


动 ) sinzzdz( 光 的 折射 ):| ere cosbrdr(a > 0) (热传导 ) 等 。 


这 类 积分 中 被 积 函数 的 原 函 数 大 多 不 能 用 初等 函数 表示 出 来 ,有 些 即使 可 以 求 出 它 的 原 
函数 ,计算 起 来 也 往往 比较 复杂 。 复 变 函数 中 的 留 数 定理 为 这 类 积分 的 计算 提供 了 一 种 新 的 
简便 方法 。 该 方法 的 基本 思想 是 把 所 给 的 定 积分 化 为 解析 函数 沿 着 某 一 简单 闭 曲 线 的 复 积 
分 ,然后 利用 留 数 定理 求 出 积分 值 。 下 面 就 定 积分 的 几 种 特殊 类 型 分 别 进行 讨论 。 

vèi- 


复 变 函数 与 积分 变换 


5.2.1 计算 |”R(eos6,sin9)d9 型 积分 


这 里 Rlcosh, sin) RR cos9,sin9 的 有 理 函 数 ,并 且 在 [0,2x] 上 连续 。 令 z= e” ,dz 一 ie” 
40,3) 4092, д 


当 9 从 0 变 到 2r 时 ,= 沿 圆周 C : |z|=1 逆 时 针 绕 行 一 周 , 于 是 


[Reo | (Ft atya 


由 于 R(cosg,sing) 在 [0,2m] 连 续 ,所 以 С (1,51) 1а 上 无 极点 , 且 为 = 


的 有 理 函 数 ,在 С 内 只 有 有 限 个 极点 , 设 为 zu ,= ，…z,, 则 


Rose snpag = 2ri УЗ Res (co (5.9) 
= 
例 5.9 计算 积分 
= 40 
Te | 2 + созӣ“ 
解 r=” 
_2 
ент та 
其 中 ,C: 121 =1. 


由 于 被 积 函 数 /(z) 一 地 十] 二 [在 1z|<1 内 只 有 一 个 一 级 极点 z=—2+/3, 


一 2xi。 卫 = гаа = 2 
Г = 2лї + —Res(f(z), —2 +/3) = 4n pr "УТ 


例 5.10 计算 积分 


— [ _cosm= 
1= | күлө (">20 
‚_{([“_ыптт 
Me. S уялы sm 
TT = ттт 
设 == e , WJ 
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= 
рН = ТЇ: реагира 


其 中 ,C: |z|=1, 
= = 二 不 кы 
由 于 被 积 函数 /(z) 一 F227 十 5z 二 5 在 1*1<1 内 只 有 个 一 级 极点 z= 到 ,应 用 式 (5.9)， 
知 
| Ve ENE _ CD. 
IiI = Zai e FRS, =y) = 2. s|... = С д 
所 以 
A 
= 3 


5.2.2 йи | ло) 型 积分 


定理 5.4 设 函 数 f(z) 在 上 半 平 面 Im 2220 上 除去 有 限 个 孤立 奇 点 zu ,za ，…z, 外 解析 ， 
在 Im 220 上 除去 这 些 点 外 连续 。 若 存在 正 数 M,r 以 及 a 二 1, 使 对 Im 2220 内 的 所 有 zx, 当 
АРЕС 
M 
lzi 


| fG) |< 
则 


Голое = 2xi У) Res( f(z),z,) (5.10) 


证 令 R>r, 取 上 半圆 周 Fe : «= Ке“ (0<0< 
т) ,使 /(z) 在 上 半 平 面 内 的 奇 点 zz o z, 全 部 包 
含 在 由 ГЕ 和 直线 段 [一 R,R] 组 成 的 闭 曲线 内 (如 图 
5-2)。 由 留 数 定理 


图 5-2 аг, 与 [一 R,R] 组 成 的 闭 曲 线 


В 
f S drt fode = ону суо ао 6.1D 
шы TR k 

由 于 在 mm ESO >L A 


ds 
lzi 


Í fdz <| I fe || az |< MÓ = М. Кк = MrRr 0， (Е оо) 
Р r ма R 


BID К-он, | f(z)dz 一 0。 
于 是 在 式 (5. 11) 中 令 R-~ 十 co , 即 得 式 (5. 10) 。 


车 定理 5.4 中 SOO 为 实 系数 有 理 函 数 ,其 中 PCz),Q(z) 为 互 质 多 项 式 ,Q(z) 的 次 


.83 。 


复 变 函数 与 积分 变 接 


数 至 少 比 P(z) 的 次 数 高 2 次 ,Q(z) 在 实 轴 上 不 等 于 零 ,zx ,zz,…',z。 为 了 (z) 在 上 半 平 面 内 的 
极点 , 则 公式 (5. 10) 也 成 立 。 


例 5.11 Е ті. 
解 f(z)= та 从 而 
ч _1 {^з 
r=]. гъ = 2). тр 


因为 Со ЕЕ 5. 4 的 条 件 , 且 在 上 半 平 面 上 有 两 个 一 级 极点 n= et, n= et, AAR 
(5.10) ,得 


: 
I = У) Res(f(z),z) = i( 
“ 


I + яу | 


1 
1+2) аф) 


(tde) саса 2 
ч( нын те: ein) = x 


例 5.12 HERH I= (n 为 自然 数 ) 。 


E a+ а я 
М BESOS EERS. 4 的 条 件 , 它 在 上 半 平面 上 只 有 一 个 十 1 级 极点 


z 二 i 所 以 
= 2riRes(FCz),i) 
而 


Il 


Res( f(2),i) = Sadas 


е, = 


(= D"(n+ Dnt+2)(2n) OD + 二 = 
1 .n+ D(Cnt+2).(2n) 
i п12°! 
n п-и 
I = 2riRes(f(z),) = Тоя" 
5.2.3 计算 站” лоста 型 积分 (其 中 >0) 


这 种 类 型 积分 的 处 理 方法 和 5. 2. 2 节 中 所 用 方法 相同 。 为 了 便于 后 面 定理 证 明 过 程 中 的 
积分 估计 , 先 介绍 如 下 约 当 (Jordan) 引 理 。 
“м. 
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引 理 5.1( 约 当 引 理 ) 设 函 数 f(z) 在 R,<|z| < 
十 ce,Im «20 上 连续 , 且 lim /(z) =0,a 为 正 数 , 则 
50 


lim | e= f(z)dz = 0 
Reio) Fa 


其 中 Tk : z=Re*,0<0<x,R22R,, СШ 5 – 3) 
证 设 


МЮ) = max | f(z) |, 
则 er 图 5-3 约 当 引 理 的 图 形 


|] e= f(z)dz 
Ta 


«моед = мю [fi erao + |, tetra] = 


+ 


м |? еер dg 


由 于 当 ОТ ,зіпб2 20,9 


|] ef de |< омео |[> “аб = ма евә 
k А а 


由 条 件 ,lim MCR)=0, 所 以 


tim | e~f(z)dz=0 
Д 


кіт), 
定理 5.5 HAK SE Im 2220 上 除去 孤立 奇 点 = z; "z, 外 解析 ,在 Im 2220 上 除 
去 这 些 点 外 连续 , 若 存在 正 数 M,r 以 及 a, 使 当 |z| 三 r Н Im 2220 R, H |f| <M/\ z| 
Гетов = 2ri SRes(e= /f(z) ,11) (5.12) 
А 24 
Ж 取 与 图 5-2 相同 的 积分 曲线 PR 十 [一 R,R], 当 RCR>”) 充 分 大 时 ,这 条 曲线 的 内 部 
包含 x ,zz,…zs。 由 留 数 定理 
К Р 
Pe/ odet | fd = лї) Reste уа) аа) 
- u = 
Ф R- 十 ce, 应 用 约 当 引 理 ， 
Jim | етсе =0 
由 此 即 知 定理 成 立 。 
若 定理 5.5 ОО 为 实 系数 有 理 函数 ,Q(z) 在 实 轴 上 不 等 于 零 , 且 Q(z) 的 次 数 


至 少 比 P(z) 的 次 数 高 一 次 , 则 公式 (5. 12) 同 样 成 立 。 
在 定理 5.5 中 ,车 /(z) 在 实 轴 上 取 实 值 ,分 出 实 部 和 虚 部 , 则 有 如 下 公式 
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— 
站 repeosardz 2а еве 0а) а) 6.13) 
[T rmpsinardz = ?лке{ У) Кеке) ,20))} 6.19 
例 5.13 计算 积分 ч 
=f тезе >09 


= 了 六 CSa drit f(z) = 它 满足 定理 5. 5 的 条 件 , 且 在 上 半 平 面 上 仅 


1+= 
有 一 个 一 级 极点 z=i, 由 公式 (5. 13) ,得 


кый a ait 
I= +“ 27)Im[ Reste r+ z ]= 


тк 


"(е aT |. = 


015.14 计算 积分 


рш} Sn ал, — (m > 0,a > 0) 


解 m (Q= EN /СО ЕЛЯ 5. 5 的 条 件 , 它 在 上 半 平面 上 仅 有 一 个 二 级 机 
点 ==ai, 由 公式 (5. 14) ,得 
I= 2rRe[ Res(e™ |] 


аме) |= 


те тк. 


4а за 


2к. 


5.2.4 积分 路 径 上 有 奇 点 的 积分 © 
引 理 5.2 设 f(z) 以 z 为 一 级 极点 , 则 
нш], сда = 06 — 0.)Res( f(e) ,2,) 


这 里 C, : z=z ве“ „0,040, ,е2>0 可 充分 小 ,9 一 0. 是 两 个 
正 数 (图 5-4). 
证 设 f(z) 在 zo 的 去 心 邻 域内 的 罗 朗 展 式 为 


图 5-4 引 理 5.2 的 图 形 
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yuy = C сә 


#—ь 


其 中 ,h(z) 在 zx。 AMH C-i = Res fC), z), FÈ 
| fde = caf d +Í h(z)dz 
с, <, 


с, 2 — 20 


而 


| = 性 各 =i 一 0) 


«=—® Ja ee 
又 h(z) 在 zo 解析 ,因此 在 zo 的 邻 域内 有 界 , 即 存在 正 数 М, В h (z) | <M, JE 
|f rde] < м, 1 a01= месе, = 0) 
令 e->0, 则 可 得 到 
limf fdz = 160, — 0 )Res( f(z) + zo) . 
下 面 的 定理 对 函数 f(z) 在 实 轴 上 只 有 有 限 多 个 一 级 极点 的 情形 进行 了 讨论 。 
定理 5.6 设 函 数 /(z) 适 合 以 下 条 件 : 
A) 在 Im 2220 WALA zi szersza, 为 孤立 奇 点 ; 
(2) 在 Im z=0 上 ,除去 z5r ола, 为 一 级 极点 外 处 处 解析 ; 
G) 在 Im =>0 上 ,有 lim/(z) 一 0。 
则 


其 中 ,>0 为 常数 。 


Гела = 2ri| У Reste" fz) ++ ° D Reste уса] (515) 
“ 名 


г. 


NSS LA 
= £ ta л 


图 5-5 定理 5.6 的 积分 围 线 
证 如 图 5-5, 构 造 闭 曲线 
Ce = Fe 十 Cu + +C, +С 
其 中 ,Fa + z=Re*(0<0<x),C, (1<i<m) 是 以 zz; 为 心 ,e 为 半径 的 上 半圆 周 ,C 是 [一 R,R] 
上 各 个 上 半 小 圆 外 的 直线 段 之 和 ,e>0 充分 小 。z ,=: ,…,z。 全 部 包含 在 Cr 的 内 部 。 由 留 数 
.87 . 
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定理 得 


f f(e dz = 2ri У) Res(e=f(z),z,) 。 (5.16) 


= 


[леа 一 (у +Í 


+ +f) oaz 
由 引 理 1， limf, сета =0; 


由 引 理 2.tim| fe de 一 一 irRes(J(z)e< да), (k=1,2,7m) 
Me 0,R-=+eeBf 
[reyes | foede 
于 是 当 e-*0,R 一 十 co 时 ,由 式 (5.16) 可 知 公式 (5. 15) 成 立 。 
例 5.15 计算 积分 1 = | ”simzdr。 


+ 


м 因为 [= | Sar | ide, 由 公式 (5.15), 得 


Г Sqr = ni Ке ( 0) = xi 
Me z 
所 以 

тк м 


2 


5.2.5 一 些 其 他 类 型 的 积分 


例 5.16 计算 弗 雷 又 尔 (Fresnel) 积 分 1 
W [к sinzzdz。 Е 
解 ”考虑 辅助 函数 /(z) =e , 取 积 分 路 线 如 图 5-6 =; L > 
所 示 ,由 柯 西 积分 定理 
图 5-6 例 5.16 的 积分 围 线 
(f, +f +f e= 


TE Te Е. Ке’, 


|[ repa 


«еј; | eR coza inz | 40 = 
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+ ш, 
° 


ПК ЕКСЕ 
= È) = 
0-6%) (R>+) 
在 I 上 ,z==x, 所 以 
в: P CA 
[лое [еа ed о) 
А А ° 
在 上 ,z=xe*, 所 以 
| fdz =- frer? + edr —— e 
" ° 
于 是 , 当 R-~ 十 co 时 ,有 


即 


元 


J: coszzdz 十 if z 
А A 


Ë coszt dz = [7 sinz’dz = HE 
例 5.17 计算 泊 松 (Poisson) 积分 Г et 
соѕ224х. 
й RRM Сс) е" ,考虑 如 图 5-7 所 示 积 
分 路 径 CrP /(z) 在 Cr 及 其 内 部 解析 ,由 柯 西 积 
分 定理 得 


sinar = +i + 
所 以 


图 5-7 例 5.17 的 积分 围 线 


| 9) кага | Sdz f fdz = 0 
R 1 1 a 
在 I 上 , z=R+iy，0<y<1， z =R j +2iRy, M| 
一 到 十 
[Гло <Í, [лә <е ү, 
同 理 , 有 


dz dz |= e“ 0，(R 一 +co) 


[ловно (воо 
在 四 上 ,zz 十 iy, 一 R<z<R, 故 
f, D =- ffe edr T “edr, (Е oo) 


所 以 
| 89 。 
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== 
即 
故 
[е сотах = Ука 
o 2 
一 般 地 ,有 


三 一 cos2br dz = Liet, (a>0) 
关于 用 多 值 函数 来 计算 积分 的 例子 ,请 读者 参考 文献 [1] 。 
5.3 4h A Æ H 4o fk & (Rouché) è 32 


ЖАИ RGE ЖИ) A — A ESEA Н ti È F th 38 Н САТЕ ЛЕ E, л ЖЖ UE K Aii 
计 解 析 函 数 在 一 个 区 域内 零点 (或 极点 ) 个 数 的 有 力 工 具 , 而 且 对 于 解析 函数 的 理论 研究 也 有 
重要 意义 。 


5.3.1 对 数 留 数 定理 


先 介绍 下 面 的 引 理 。 
引 理 5.3 ж. BERSON пад Ой УСВА. 
(z) 
к(а) п 
# = 是 函数 SO m 级 极点 , 则 = 为 太吉 的 一 级 极点 , 且 
(z) 
Res( FE)=—m 


证 由 于 zo。 为 f(z) 的 nn 级 零点 , 则 在 zo 的 邻 域内 有 
f) = (Е—)"ф() 
其 中 ,yp(z) 在 z, 的 邻 域内 解析 , 且 9(z) 天 0。 于 是 当 2562, it, 
fe) n уф) 
Г) = P 


yp 2) f(z)00_. 
由 于 9p(z。) 关 0, 所 以 rë) 在 zo 解析 ,从 而 zo тел 的 一 级 极点 , 且 


Res (Ж®-=)- А 
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——— 
E n A SOR m СЕЕ ТЕСТЕ 
_ ә 
IOLE (к—з,)” 
其 中 ,Ms) 在 = 的 某 一 邻 域内 解析 , 且 4(z ) 产 0, 由 此 可 得 
Lom Ys) 
f) ж-а Hz) ` 
WA a 解析 ,从 面 = 为 人) 的 一 级 极点 , 且 
(z) 
(9а) т 
我 们 称 积分 起 | а 为 /C=) тиий. жанм) = Adar 2k, F 


面 将 要 介绍 的 定理 称 为 对 数 留 数 定理 , 它 给 出 了 计算 解析 函数 零点 个 数 的 一 个 有 效 方 法 。 
定理 5.7 设 函数 /=) 在 简单 闭 曲线 C 上 解析 且 不 为 零 ,在 C 的 内 部 除去 有 限 个 极点 外 
解析 , 则 


(Ром 
з рае = М-Р (5.17) 


其 中 ,C 取 正 向 ,N 和 P 分 别 表示 /在 C 内 零点 及 极点 的 个 数 ,而 且 每 个 级 零 ( 极 ) 点 算 作 
个 零 ( 极 ) 点 。 

证 аза, РСЕ САА, ДЕ n onson LE b Во, 为 
ГОЛЕ С 内 的 极点 ,其 级 分 别 为 m ,ma е от, HII 5.3 知 


DA pO „ү f(z) ` Г) , Y= 
mj. Fe = Dres( FS )+ Dres( *%)= 
i š 
Dmt+ Ут, = М-Р 
ан 
5.3.2 WARE 


现在 我 们 解释 式 (5. 17) 中 积分 的 几何 意义 。 映 射 w= /(z) 把 简单 闭 曲 线 С: =r) 
(a 用) 映 为 也 平面 上 一 条 连续 封闭 曲线 :w=T(1)=f(z(1))(a<t<P)。 当 zEC 时 ， 
f(z) 关 0, 所 以 曲线 研 不 通过 原点 w 二 0。 在 一 般 情况 下 ,曲线 厂 比 较 复杂 , 它 可 以 有 重点 ,也 
可 以 按 正 向 绕 w=0 几 周 ,也 可 以 以 负 向 绕 w=0 几 周 (如 图 5-8 所 示 )。 
若 C 为 光滑 曲线 ,由 积分 计算 公式 可 得 
Lf fo, 1[ дш 


2тї)с f(z) 2riJr w 


对 于 积分 zal, Че CEOLE Lnw 在 除去 w = 0 外 的 全 平面 上 是 多 值 函数 。 对 


2т1, 
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图 5-8 曲线 C 的 象 曲线 


F w € Г, 3 Lnw 在 zw 的 值 ,由 于 Lnw = Ln | w | 十 iArgw, 从 而 辐 角 Argw 在 w 处 的 
值 也 就 确定 了 下 来 , 当 w 沿 着 厂 运行 时 ,Lnw 或 Argw 连 续 地 改变 。 当 也 从 wo。 出 发 , 按 卫 确定 
的 方向 绕 厂 一 周 又 回 到 w。 时 ,Lnw 的 实 部 In | w | 回 到 出 发 时 的 值 ,而 辐 角 发 生 了 变化 ,把 辐 
角 沿 卫 一 周 后 的 改变 量 记 作 ArArgw, 它 是 2r 的 整数 倍 ,这 个 整数 表示 丁 绕 原点 的 周 数 和 方 
向 。 所 以 


1 dw 
mia" = 去 ArLnw = 去 ArArgw 


Arlnw 表示 Low ger 一周 后 的 改变 量 。 


回 到 变量 ,得 
Р 
жг -FOT R тАсАтв/ 
由 式 (5. 22), 则 
М-Р = у-4сАг/() 
于 是 定理 只 7 可 叙述 为 如 下 


定理 5. 8( 辐 角 原 理 ) ”在 定理 5.7 的 条 件 下 ,函数 f(z) 在 D 内 的 零点 个 数 与 极点 个 数 之 
差 ,等 于 当 = 沿 着 C 的 正 向 绕 行 一 周 后 Arg 7z) 的 改变 量 除 以 2r, 即 


N-P = 去 AcArg7(z) 6.18) 
特别 地 , 若 /(z) 在 DD 内 解析 , 则 
二 去 AcArgf(z) 
车 f(z) 在 DD 内 无 零点 , 则 
| == 去 AcArg f(e) 
ТЕ 
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5.3.3 ЖЕЕ 


利用 辐 角 原理 可 以 讨论 函数 在 某 一 区 域内 的 零点 个 数 或 极点 个 数 ,而 在 具体 应 用 时 ,下 面 
的 定理 更 为 方便 。 

定理 5. 9( 儒 软 定理 ) 设 函 数 f(z) 与 g(z) 在 简单 闭 曲线 C 上 及 C 内 解析 , 且 在 C 上 满 
足 条 件 

lg <I f | (5.19) 

则 Cz) 和 f(z) 十 g(z) 在 C 内 有 相同 个 数 的 零点 。 

证 由 式 (5.19) 知 f(z) 与 F(z) 二 f(z) 十 g(z) 在 C 上 议 零 点 。 用 Nj,Ns 分 别 表示 f(z) 
和 F(z) 在 C 内 的 零点 个 数 ,要 证 Ne 一 Nr=0, 由 辐 角 原理 得 


-1f fe 1. Lj F'G) 
М: zal. о" № = sai), FO 4 


所 以 
1 


м=м= | EL-i) 


2rilc\ F(z) f(z) 
Fy 
于 
由 式 (5.19), 当 zEC 时 ， < 
RB ire 21 |65 |> 
这 意味 着 映射 一 TEE 0918 a 8 ЕЕЗ ЬО C 的 像 曲 线 不 可 能 绕 原 点 也 一 0, 故 
Ne — N; 一 去 AcAre га = 


КЛ СЕ ЭШ Н) — Жу Hl, 
例 5.18 应 用 儒 歇 定理 证 明代 数 基 本 定理 :mn 次 代数 方程 
P(z) = az 十 az +e amiz Ha, = 0, Cao # 0) 


有 且 仅 有 个 根 。 
证 设 /(z)==aoz',g(z) 二 qs! 十 … 十 qz 十 a,。 因 为 
аб) 
lim Жу О 
从 而 存在 R>0,34|z|>R 时 ， 
| gG) <I f€) 1 


H {ЖК EE, jz) 与 P(z) 二 f(z) 十 g(z) 在 |z|<R 内 有 相同 个 数 的 零点 。 而 f(z) 二 aoz" 有 nn 
.93 。 
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个 零点 , 故 P(z) 在 |z| 一 R 内 有 AFA. Kle >R PODS SDSS 
1а) 1220.38 P(z) 无 零点 ,所 以 P(z) 二 0 ARENA nR. 
例 5.19 求 方程 z' 一 6z 十 3 二 0 1 |=|<1 内 与 圆 环 1 二 |z|<2 内 根 的 个 数 。 
解 D 令 f(z)= 一 6z,g(z)=z' 十 3。 当 |z|=1 时 ， 
| fœ [1 621 6 2 4 22| 21 3 || дб) | 
HEKER, ЩЙ 1(z) 一 一 6z 5 f(z)+g(z)==' —6z+3 Ele <1 内 有 相同 个 数 的 零点 。 
由 于 СЕ |11 内 仅 以 z=0 为 一 级 零点 ,从 而 z' 一 6z 十 3 在 |z| 二 1 内 也 只 有 一 个 零点 。 
(2) Ф ро) == ,g(z)=—6z+3,34|z| =2 B, 
| 7(z) |=] z |= 16 2 15 22| 6243 |= | g | 
НЕЕ И z' 一 6z 十 3 在 |z| 一 2 内 有 四 个 零点 。 
HT 2' —62+3 在 |z| 一 1 内 只 有 一 个 零点 , 且 在 |z|=1 上 ,zx 一 6z 十 3 天 0, 故 在 圆 环 1 一 
|z| 到 2 内 ,函数 x' 一 6z 十 3 有 三 个 零点 。 


习题 5 
1. 求 下 列 函 数 在 其 孤立 奇 点 (包括 无 穷 远 点 ) 处 的 留 数 。 
z 
D атат" D gora (ab): 
(з) em єп 1, 


z” 1 
O gpp ("为 正 整数 ); (6) усту. 


2. 利用 留 数 定理 计算 下 列 积分 ,其 中 C 为 正 向 圆周 。 
f 二 dz, 其 中 C:1z1= 1 


c zsinz 


(2) охе б, Cil|z|= 1, 


a | PIHA C l= 2; 


‹ 


z ed 

eneore peA eem 

(5) [一 一 些 一 一 (n 为 正 整 数 , 且 1a1 过 151,1a1 关 1,151 关 1), 其 中 C:|z|= 
c (z—a)"(z— b) á 


l; 


РА е Аса 
© | руз C: | z |= 2: 


(7) tgzdz, 其 中 С:| х |= 3; 
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(8) | аби 为 整数 ), 其 中 CC :| z |= 5. 
3. 计算 下 列 积分 。 
CD [ттд IEB al< 


sin* z 
(2) 24 po za >b > 0 
= 

dz 
Dj ағу 


+= м 
(4) К TF? 


мн созт 
© ргө 
Ч reinz 
ө | тылат, 
4. 计算 下 列 积分 。 
+e _ sinz 
人 ata 
_ siz _ 
re 
5. 求 下 列 方程 在 |z| 二 1 内 根 的 个 数 。 
(1) 2—8 >r 3а +21503 
(2) е" =а2" (a 之 e) n 为 正 整数 。 
6. ЖАЛУ 227 — 621-211 在 回环 1<|z|<2 内 的 零点 个 数 。 


7. 证 明 : 方 程 xe… 一 1(A>1) 在 单位 圆 内 只 有 一 个 解 , 且 这 个 解 是 正 实数 。 


dr (a>0); 


+95. 
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函数 ww 三 f(z) 在 几何 上 可 以 看 成 是 平面 上 的 一 个 点 集 到 w 平面 上 的 一 个 点 集 的 映射 
或 变换 。 本 章 将 研究 解析 函数 的 映射 性 质 。 一 个 在 区 域 D 内 不 为 常数 的 解析 函数 岂 == f(z)， 
可 以 把 区 域 D 映射 成 也 平面 上 的 一 个 区 域 G; 反 之 ,车 给 定 了 两 个 区 域 D AG ,在 一 定 的 条 件 
下 ,必定 存在 一 个 解析 函数 把 D 互 为 单 值 地 映射 成 G。 这 样 ,就 可 以 把 比较 复杂 的 区 域 上 所 
研究 的 一 些 问 题 , 转 化 到 比较 简单 的 区 域 上 来 研究 。 这 种 方法 ,在 解决 流体 力学 、 电 学 、 磁 学 等 
实际 问题 中 有 着 重要 的 应 用 。 

本 章 中 ,首先 给 出 保 形 映射 的 概念 和 人 性质 ,然后 讨论 分 式 线性 映射 和 一 些 初等 函数 构成 的 
映射 ,最 后 介绍 保 形 映射 的 Riemann 定理 和 边界 对 应 定理 。 


6.1 保 形 映射 的 概念 和 性 质 


6.1.1 导数 的 几何 意义 


设 w=f(z) 在 区 域 D AER, z ED, B. /(z。) 关 0, 则 f(z。) 的 辐 角 与 模具 有 重要 的 几何 
意义 。 
假定 C 是 区 域 D 内 任意 一 条 通过 点 x。 的 有 向 连续 曲线 ,其 方程 为 
z=z(t) (а<г<® 
20 = 200) 
车 OFER z с) #0, ME C 上 点 zo 处 有 切线 , 它 的 倾角 为 ф= Argz CA 6 -1(а)). 
经 过 映射 w= f) ,C 的 象 曲线 厂 为 通过 点 w= 7(zxo) 的 连续 曲线 ,其 参数 方程 为 
w= fle) = fa) Ga< < p 
w = wlio) 
由 于 wo) = f о) (te) 天 0, 则 曲线 下 在 点 zwe 处 有 切线 ,其 倾角 更 [图 6 - 1(0) 为 
更 = Argw (to) = Arg f (zo) + Ате (to) 


. 


即 

Y= ó+ Arg f (z) 
所 以 

Arg f (z) 一 更 一 少 (6.1) 
式 (6.1) 表 明 象 曲 线 卫 在 ws 一 (zs) 处 的 切线 方向 ,可 由 原 象 曲线 C HE zo 处 的 切线 方向 旋转 
一 个 角度 Arg 矿 (zxo) 得 到 。Arg 矿 (z。) 称 为 映射 w= 二 f(z) 在 点 z 的 旋转 角 。 这 就 是 导数 辐 角 
的 几何 意义 。 旋 转角 Arg f(z。) 的 大 小 与 方向 只 与 z 有 关 , 而 与 曲线 C 的 选择 无 关 。 这 一 性 
质 称 为 旋转 角 的 不 变性 。 А 

如 果 C, ,C; 为 任意 两 条 相交 于 z, 点 的 有 向 连续 曲线 ,它们 在 zo 处 的 切线 倾角 分 别 为 办 
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(a) 曲线 切线 的 倾角 (b) 象 曲线 切线 的 倾角 


86-1 倾角 


与 几 [ 图 6-2(a)]; 在 映射 mu 一 7z) 之 下 ,曲线 C, 与 C, 分 别 变 为 ww 平面 上 通过 点 wo 二 f(zo) 
的 两 条 连续 曲线 Г, У D, ,它们 在 w 处 的 切线 倾角 分 别 为 P 和 更 [图 6-2(b)]。 由 公式 
(6.1) 得 到 


Ата Cz) = Yi — h Arg (z) = V, 一 内 


(a) 两 曲线 交点 处 的 夹 角 (b) 象 曲 线 交 点 处 的 夹 角 


图 6-2 夹 角 
从 而 

уф = W, — h 
即 

于 一 各 二 于 一 上 (6.2) 
这 里 ph 表示 曲线 C, ‚С, 在 z, 处 切线 之 间 的 夹 角 , 亦 称 为 曲线 C, ‚С, 在 zo 处 的 夹 角 。 同 
理 g, — W, 表示 曲线 Pi ,Ps 在 wo 二 f(z。) 处 的 夹 角 。 式 (6.2) 表 示 , 若 S C)+ 在 变换 前 后 ， 
两 条 曲线 之 间 的 夹 角 , 其 大 小 和 方向 都 保持 不 变 。 把 映射 的 这 种 性 质 称 为 保 角 性 。 

下 面 说 明 |/(z。)| 的 几何 意义 。 由 前 面 假设 , 有 
.97 。 


Е 


| f o |= lim ШО „260 (6.3) 
= 


z=% | 
这 表示 模 | (z。) | 是 曲线 厂 上 从 w。 二 f(z。) 出 发 的 无 穷 小 的 弦 长 与 曲线 C 上 从 z 出 发 对 应 
的 无 穷 小 弦 长 之 比 的 极限 , 它 不 依赖 于 曲线 C ЯГ. RIES Сео) HRH о Со) z= 
处 的 伸缩 率 , 此 即 为 导数 模 的 几何 意义 。 伸 缩 率 | f Co) | 只 与 点 z。 有关, 而 与 过 z, 的 曲线 C 
的 形状 与 方向 无 关 。 这 一 性 质 通 常 称 为 伸缩 率 的 不 变性 。 


6.1.2 保 形 映射 的 概念 


定义 6.1 ШЙ u= f(z)fE z, 的 邻 域内 有 定义 , 且 在 zo 处 具有 保 角 性 和 伸缩 率 的 不 变 
性 , 则 称 e= 7(z) 在 点 z 是 保 形 的 。 若 o= SO ERR D 内 每 一 点 都 是 保 形 的 , 则 称 w= 
了 (z) 为 D 内 的 保 形 映射 。 

由 定义 6. 1 和 前 面 的 讨论 ,函数 在 其 导数 不 等 于 零 的 点 是 保 形 的 ,于 是 有 如 下 定理 : 

定理 6.1 PAR w= 7(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 f(z) 隆 0(zED), 则 w=f(z) 必 为 DD 内 
的 保 形 映射 。 

例 6.1 函数 岂 一 =(" 过 2, 为 自然 数 ) 除 了 z=0 以 外 都 是 保 形 映射 。 

事实 上 ,因为 ш пат ,所 以 对 于 +0,4 w 天 0, 由 定理 6. 1 知 w=x" HE z=0 处 都 是 保 
形 映射 。 当 z=0 时 ,由 于 Arguw 一 nmArgz* 所 以 它 把 由 点 z=0 出 发 的 夹 角 为 的 两 条 射线 1, 
与 4, 映射 为 w ЖШ Ен w= 出 发 夹 角 为 na 的 两 条 射线 工 , 与 L: 。 因 此 o= =" 在 z=0 处 
不 具有 保 角 性 ,从 而 它 在 z=0 处 不 是 共 形 的 。 

HEAR w=f EKR D 内 解析 ,zxoE D,，/"(z。) 隆 0, 现 在 用 几何 直观 地 说 明 f(x) 在 点 
zo 处 保 形 的 意义 。 对 于 D 内 一 个 以 z。 为 一 个 顶点 的 无 穷 小 三 角形 A[ 图 6 -3(a)], 在 函数 忆 
三 /(z) 下 映 为 平面 上 一 个 以 wo 二 f(z。) 为 一 个 顶点 的 无 穷 小 三 角形 A:[ 图 6 - 3(b)]。 在 
忽略 高 阶 无 穷 小 的 情况 下 ,这 两 个 三 角形 的 对 应 边 长 之 比 为 | f(z。)| ,它们 的 对 应 角 分 别 相 
等 。 因 此 ,这 两 个 三 角形 近似 地 是 相似 形 。 

© 


© Ч М 
| К : 
中 


@) 


o и 


图 6-3 保 形 映射 的 几何 解释 
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6.1.3 解析 映射 的 保 域 性 


引 理 6.1 设 函数 ww 二/(z) 在 点 zo 处 解析 且 fo) Sw. F zo 是 f(z) 一 wo 的 m 级 零 
点 , 则 对 充分 小 的 co>0, 存 在 65>0, 使 得 对 满足 ум мч» | <ó 的 每 一 数 A ,函数 f(x) 一 A 在 
1z 一 zo1<p 内 有 和 且 仅 有 m 个 一 级 零点 。 

证 因为 zx, 是 f(x) 一 wo 的 m 级 零点 ,由 零点 的 孤立 性 , 必 有 正 数 po>0, 使 得 在 |* 一 zo| 
<р 上 ,f(z) 一 wo 与 /(z) 都 解析 且 除去 zo 外 没有 其 他 零点 。 因 而 在 |z 一 zo。| =p 上 , 必 存 在 5 
0, 使 |f(z) 一 wo| 宇 8。 现 取 0 二 |w 一 wo |0 内 任 一 点 A, 必 有 

0<|A— w |<] f) — w |, | z— z |= p 

由 储 软 定理 ,在 |z 一 zo 二 p A, f(z) — A= f(z)— u Би А 5 f (z) —u 有 相同 个 数 的 零 
点 ,而 ГС) лоо fE|z— = |<p АА m 个 零点 ,所 以 f(z) 一 A Elz l<e 内 也 有 m 个 零 
点 。 其 次 ,由 于 这 些 零点 (1(z) 一 A) 一 三 (z) 天 0, 因 此 这 т 个 零点 必定 都 是 一 级 的 。 

应 用 引 理 6. 1, 可 以 证 明 下 面 关 于 解析 函数 保 域 性 的 一 个 重要 结论 。 

定理 6.2 EKK о /(z) 在 区 域 D 内 解析 且 不 恒 为 常数 , 则 D 的 象 C=J(D) 也 是 区 
域 。 

证 按 区 域 的 定义 ,要 证 G= f(D) 为 一 连通 开 集 。 首 先 证 明 G 是 一 个 开 集 , 即 要 证 G 内 
任 一 点 wo 是 G 的 内 点 。 设 z。 ED,f(z。) 二 w,。。 由 引 理 6.1, 必 有 w 的 一 个 邻 域 |w 一 wo | 
5, 使 得 对 于 其 中 的 任 一 复数 w ,存在 z ЄЮ, Са) =, Й. (оо | д СС, В) wo 
是 G 的 内 点 。 其 次 证 明 G 是 连通 的 。 设 ww u, 为 G 内 任意 两 点 , 必 有 zi,z: ED, 使 w= 
ДО), = fi), AF D 是 连通 的 ,可 取 含 于 DD 内 的 析 线 y : x 二 xz(1)(a<t<P) ,连接 z, 和 
nA zn Sela) n=l. AFAD E D 内 解析 , 它 把 7 映射 成 G 内 的 一 条 连接 tw 与 ws 
的 按 段 光滑 曲线 P: w= fau) ap. RHA G 是 连通 的 。 

若 函 数 w= f(z) fE X D 内 解析 ,并 且 对 于 D 内 不 同 的 点 取 不 同 的 值 , 则 称 f(z) 为 区 域 
D 内 的 单 叶 解 析 函 数 。 由 此 ,可 以 得 到 如 下 推论 : 

推论 6.1 车 w=/(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 , 则 的 象 6G=f(D) 也 是 一 个 区 域 。 

定理 6.3 设 ww=f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 , 则 在 D 内 /"(z) 取 0。 

证 若 不 然 , 设 在 DD 内 某 点 zo 处 ,f(z。)=0, 由 引 理 6.1 可 得 与 单 叶 性 矛盾 的 结论 。 

定理 6.4 设 w=f(z) 在 点 z 处 解析 ,上 且 f(z。) 取 0, 则 f(z) 在 z 的 一 个 邻 域内 单 叶 。 

证 设 wo=f(zo), 由 引 理 6.1, 存 在 p 一 0,6 二 0, 使 得 对 于 满足 0 二 |w 一 wo | <ó fg w, 
f(z) 一 ww 在 0<iz 一 2 | Се 内 仅 有 一 个 一 阶 零 点 。 再 由 f 的 连续 性 ,存在 正 数 x(0 二 x 二 p)， 
使 当 |z 一 zo。| 二 py 时 有 |1f(z) 一 f(zo)|==|w 一 wo | <à, В f(z) 在 |z 一 zo | < 内 单 叶 解 析 。 

WR w= SIERKS D 内 单 叶 解 析 , 由 定理 6.2, 它 把 区 域 D 一 一 对 应 地 映射 成 区 域 
G= 500), FË x= f(z)# — fE G 内 确定 的 反 函 数 z= 广 '(w)。 

定理 6.5 设 w=f(z) 在 区 域 D ARNE H. G= fOD), ME G 内 必 存 在 单 叶 解析 的 反 
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函数 = f Go), R. 
dz _ _1 
dw РС) 

证 先 证 z=/"'(w) 在 G 内 任 一 点 w。 处 连续 。 由 引 理 6.1, 任 给 e>0, 选 取 这 一 引 理 结 
论 中 的 正 数 p 及 6, 使 得 p<e, 那 么 当 |w 一 wo | <ë В, | f! (о) f (иь) | <р<е, ВЖ == 
广 :(w) 在 G 内 任 一 点 连续 。 于 是 当 ww 时 ,z 一 z。。 所 以 

1 1 1 
о = fGO fa) 


{ жаш. _ 
xo — ш; Я 
—— lim 
z—zo 


dz i 
= lim 
тна 
z7% =“ 
由 于 w WEE, = f ' Go) fE G 内 单 叶 解 析 
由 定理 6.3 和 定理 6.1 知 , 若 /(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 , 则 /(z) 是 D 内 的 保 形 映射 
最 后 需要 指出 的 是 , 保 形 映射 的 复合 仍 为 保 形 上 映射。 这样, 可 以 利用 一 些 已 知 的 保 形 映射 


ñ 

来 构造 其 他 的 一 些 保 形 映射。 
6.2 分 式 线 性 映射 
(6.4) 


а + а к 0 


形 如 
w=L = 21 
的 映射 称 为 分 式 线性 映射 ,其 中 abcd 为 复 常数 。 它 是 保 形 映射 中 一 类 比较 简单 而 又 重要 


的 映射 ,在 研究 一 些 特殊 区 域 的 映射 时 ,往往 起 到 很 重要 的 作用 。 
ad—bc 
letar 一 0, 这 时 w=L(z) 


在 分 式 线性 映射 中 ,条 件 ad—bce2e0 是 必要 的 ;否则 有 9 一 


为 一 常 映射 , 它 将 = 平面 映射 为 w 平面 上 的 一 个 点 。 
一 d)( 一 a) 一 pc 天 0, 因 此 公式 线性 映射 的 道 映射 也 为 


由 式 (6. 4) 解 出 <, 得 = 2000 


=a 
分 式 线性 映射 。 
容易 验证 两 个 分 式 线性 映射 的 复合 仍 为 分 式 线性 映射 


6.2.1 分 式 线性 映射 的 分 解 


车 c 天 0, 则 
а +ь _ 
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# c=0, 则 
e= LO) = + 
一 般 分 式 线性 映射 可 分 解 为 下 列 三 个 简单 映射 的 复合 ， 
к 


井下 和 二 机 过 各 和 本 下 这 
с 21 c 


上 面 最 后 一 个 映射 又 可 分 解 成 平移 相似、 旋转 三 个 简单 映射 ,因此 分 式 线性 映射 式 (6.4) 可 分 
解 成 下 述 四 个 简单 映射 的 复合 , 即 


1 
w= z+ b. = exw= туш = + 


其 中 ,6 为 一 复数 ,9 为 一 实数 ,r 为 一 正 实数 。 

对 分 式 线性 映射 式 (6.4) 的 性 质 的 讨论 ,可 以 转化 成 以 上 四 种 简单 类 型 的 映射 的 讨论 。 下 
面 说 明 这 四 种 映射 的 意义 。 

(1) w=z 十 6, 这 是 平移 映射 。 在 这 种 映射 下 ,点 = 沿 向 量 b 的 方向 平移 到 点 w ,移动 距离 
为 161( 图 6-4)。 

(2) u= ez ,这 是 旋转 映射 ,在 这 种 映射 下 ,有 

| ш |= 1 |,Агаш = Argz+0 

所 以 这 种 映射 在 保持 向 量 zx 的 长 度 不 变 的 情况 下 , 辐 角 旋转 一 个 角度 0( 图 6-5)。 


图 6-4 平移 映射 图 6-5 旋转 映射 


G) w=rz(r>0) ,在 这 种 映射 下 ,| 让 | 一 r|z|,Argw 一 Argz。 因 此 ,这 种 映射 保持 向 量 的 
方向 不 变 ,其 长 度 放 大 - 倍 ( 图 6 - 6) ,这 种 映射 称 为 相似 映射 。 


(4) zw 一 过 ,这 个 映射 称 为 反 演 映射 , 它 是 以 下 两 个 映射 的 复合 , 即 
1 А 
а = ,w= 
z 


6101. 


复 变 函数 与 积分 变 接 


+ 


的 复合 。 为 了 研究 这 个 映射 , 先 介绍 一 下 关于 圆 的 对 称 点 的 概念 。 
定义 6.2 对 于 给 定 的 圆周 C : |z 一 z。 |= К.Ш z, 5 z; 在 通过 圆心 z, 的 同一 条 射线 
上 ,并 且 


|z 20 |*| zz 2 |= R? 
对 称 z, 与 z; 关于 圆周 C 为 对 称 点 。 规 定 圆心 z 与 cc 点 关于 圆周 C 为 对 称 点 。 
对 于 给 定 的 直线 工 , 若 点 = ,zs 的 连续 与 工 垂直 ,并 且 被 二 平分 , 则 称 x, 与 z 关于 直线 工 
为 对 称 点 。 


HF ash esr asn т 1,000,115 |z|=1。 因 此 与 < 是 关于 单位 


圆周 C : |z|=1 的 对 称 点 ,而 = 和 ww 是 关于 实 轴 的 对 称 点 。 因 此 要 从 = 作出 二 ,应 首先 做 出 
z 关于 单位 圆周 的 对 称 点 zi ,然后 再 做 出 z, 关于 实 轴 的 对 称 点 ,就 是 所 求 的 点 w( 图 6-7)。 


图 6-6 相似 映射 图 6-7 关于 圆周 的 对 称 点 


由 于 分 式 线性 映射 可 以 分 解 成 上 述 四 类 简单 映射 ,从 而 讨论 分 式 线性 映射 的 性 质 时 ,只 须 
考虑 这 四 类 映射 的 性 质 即 可 。 


6.2.2 分 式 线性 映射 的 保 角 性 
为 了 讨论 分 式 线性 映射 的 保 角 性 ,规定 :两 条 曲线 在 = 一 < 处 的 来 角 等 于 它们 在 映射 w= 
二 下 所 得 的 象 曲线 在 也 一 0 处 的 夹 角 。 


(1),(2),(3) 类 映射 的 复合 为 ww 一 az 十 6(a 天 0) ,这 是 一 个 整 线性 映射 , 它 在 扩充 z 平面 上 
是 一 一 对 应 的 , 且 w 二 a 关 0, 所 以 当 * 关 cc 时 , 它 是 保 形 映射 。 


在 一" 处 , 它 的 象 点 为 0。 令 = 士 ,7 一 赴 , 则 w=az+b 变 为 7 一 二 6 一 下 55 由 于 
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——— 
P| 一 二 天 0, 从 而 这 个 映射 在 Со 处 是 保 角 的 。 于 是 整 线性 映射 在 扩充 复 平面 上 是 
保 角 的 。 
对 于 映射 w= 二 来 说 , 当 == 0 时 ,一 c; 当 = 一 时 , 邮 一 0。 所 以 它 在 扩充 复 平面 上 是 


一 一 对 应 的 。 又 当 2940 和 асов w 一 一 点 基 0, 因 此 ww 一 十 在 除去 = 一 0 和 co 外 是 保 形 的 。 
在 <=0 h ERATE w=, w =, ооо ш, 一 0。 于 是 由 о w =r, 


Ti wi 1 天 0, 所 以 w= 二 在 = 一 0 处 是 保 角 的 , 同 理 它 在 = 一 cc 处 也 是 保 角 的 。 
由 此 ,我 们 得 到 了 下 述 结果 : 


定理 6.6 分 式 线性 映射 w= 至 二 4 是 扩充 复 平面 之 问 一 一 对 应 的 保 形 映 射 。 


6.2.3 分 式 线性 映射 的 保 园 性 


我 们 约定 ,在 扩充 复 平面 上 , 任 一 条 直线 可 以 看 成 是 半径 为 ce 的 圆周 。 下 面 研究 分 式 线性 
映射 的 保 园 性 。 

定理 6.7 在 扩充 复 平面 上 ,分 式 线性 映射 把 四 周 映射 成 国 周 。 

证 “按照 线性 映射 的 分 解 式 , 任 一 线性 映射 可 分 解 为 平移 , 放 转 ,相似 及 反 演 四 种 简单 映 
射 的 复合 ,显然 在 前 三 种 映射 下 ,= 平面 上 圆周 的 象 仍 为 复 平面 上 的 圆周。 现在 只 须 证 明 w= 
二 也 把 加 周 映射 成 圆周 即 可 。 


复 平 面 上 圆 的 方程 为 
4zz 十 BE 十 Bz 十 C=0 (6.5) 
其 中 ,A,C 为 实 常数 ,B 为 复 常数 , 且 BB 一 AC>0。 当 A=0 时 , 式 (6. 5) 为 直线 方程 。 


通过 反 演 映射 ww 一 二, 式 (6. 5) 变 为 


Cww + Bw + Bw +A = 0 
这 仍 为 圆 的 方程 。 
在 分 式 线性 映射 下 , 若 给 定 的 圆周 或 直线 上 有 一 点 变 为 co 点 , 则 它 就 被 映射 成 直线 ,否则 
映射 成 半径 为 有 限 的 圆周 。 
设 分 式 线性 映射 式 (6. 4) 把 扩充 = 平面 上 的 圆周 C 映 为 扩充 xo 平面 上 的 圆周 了 ,于 是 C 
及 民 分 别 把 这 两 个 扩充 复 平面 分 成 两 个 没有 公共 点 的 区 域 D. ,D: 和 GGe 那么 映射 式 
(6. 4) 把 Р, 映射 为 G,,G 中 的 哪 一 个 区 域 呢 ? 这 可 通过 D, 中 的 任 一 点 的 象 来 决定 。 
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6.24 分 式 线性 映射 的 保 对 称 点 性 


引 理 6.2 扩充 = 平面 上 不 同 两 点 z, 及 z, 关于 圆周 C 对 称 的 充分 必要 条 件 是 :通过 z 
及 z 的 任何 圆周 都 与 C 正 交 。 

证 当 C 是 直线 ,或 者 C 是 半径 为 有 限 的 圆周 ,而 z,,z: 中 有 一 个 是 无 穷 远 点 时 , 引 理 的 
正确 性 是 明显 的 。 

现在 考虑 圆 C : |z—=z | =R,(0<R<+e°), zı ,zs 都 是 有 限 点 的 情形 。 

必要 性 。 设 z, 及 z, 关于 圆周 C 为 对 称 点 (图 
6-8), 则 过 z 与 z 的 直线 L 必然 与 圆周 C EX. 
过 =: ,zs 作 一 圆周 有 (半径 为 有 限 ), 过 z fE ГЛ 
线 , 切 点 为 ” ,由 切割 线 定理 得 

\'—|#=|а—| |zz— z| =R, A ml z 
—|=К, =€ C。 而 圆周 丁 的 切线 zoz EFE 
圆周 C 的 半径 ,因此 了 与 C 正 交 。 

充分 性 。 过 а, е: 作 圆 周 有 (半径 为 有 限 ), 设 
ГЫС 交 于 一 点 z“( 图 6-8), 且 了 与 C 正 交 , 连 结 86-8 zr 与 2 关于 图 周 C 对 称 
zorz , 则 直线 zoz BHMA T 的 切线 ,所 以 = ,x, 必 在 zox 的 同一 侧 。 又 连结 z, z 的 直线 
ziz: 也 应 与 圆周 C 正 交 , 故 zz; 必 过 C 的 圆心 x, 且 zi ,zs 在 过 z 的 一 条 射线 上 。 再 由 切割 
线 定理 ,得 


|z —= | |z — zo |= Е 
这 就 证 明了 z, 及 z 是 关于 圆周 C 的 对 称 点 。 
定理 6. 8( 保 对 称 性 定理 ) 若 z, ,x; 两 点 关于 圆周 C 对 称 , 则 经 分 式 线性 映射 o= L (z) 
后 , 象 点 wi 二 L(z1) ,ws 一 L(z,) 关 于 象 圆周 厂 =L(C) 对 称 。 
证 由 分 式 线性 映射 的 保 圆 性 ,过 w w 两 点 的 任意 圆周 T” fg u = L (z) B Р T ft) B 9: 
C' 必 为 过 zi ,zs 两 点 的 圆周 。 由 引 理 6. 2, 圆 周 C' 必 与 C 正 交 。 再 由 w=L(z) 的 保 形 性 知 ,T 
VIPER. PHIM 6. 2 知 ,zw to; 两 点 关于 圆周 厂 对 称 。 


6.2.5 分 式 线性 映射 的 保 交 比 性 
定义 6.3 Hasna za 是 扩充 复 平面 上 有 顺序 的 四 个 互 异 点 , 称 


ее (6.6) 
z — = z 
为 它们 的 交 比 , 记 作 (zi ,z; ,zs z). 
车 这 四 个 点 中 有 一 个 为 2, 则 应 将 式 (6.6) 中 包含 此 点 的 分 子 或 分 母 由 1 来 代替 。 例 如 
1 1 
(оо, 22,23,20) = ——: 
ZX 1з — 22 
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定理 6. 9( 交 比 不 变性 定理 ) ”在 分 式 线性 映射 下 ,四 点 的 交 比 不 变 。 
证 显然 ,平移 .旋转 和 相似 变换 都 保持 交 比 不 变 。 现在 证 明 反 演 映 射 w 一 二 也 保持 交 比 
ЖЖ, 
Ў ш,=,,1=1,2,3,4,Ш 
о ар О НЕЕ Н 
ww, wmn a a, a 
w—w а-и 1_1 1_1 
= 2 ë Zs x= 


а-а, 5-8 
ЮК Сил оло sws st) = (zr za sma sz), 

在 分 式 线性 映射 式 (6.4) 中 ,有 a,b,c, d 四 个 参数 ,但 用 这 四 个 参数 中 一 个 非 零 参 数 去 除 
分 子 和 分 母 , 就 只 有 三 个 参数 了 。 因 此 ,只 要 知道 三 个 点 zz za 的 对 应 点 w ,wo ,ws ,就 可 
以 决定 这 三 个 参数 ,从 而 分 式 线性 映射 就 可 唯一 确定 。 由 交 比 不 变性 定理 ,可 得 如 下 结果 : 

定理 6. 10 ”把 扩充 复 平面 上 三 个 互 异 点 x ,zz ,zs 映 为 扩充 复 平面 上 三 个 互 异 点 ww, 
w 的 分 式 线性 映射 w= 二 L(z) 由 下 式 


ИТИИ) (6.7) 
唯一 确定 。 . 
906.2 求 将 co,1,0 三 点 分 别 映射 为 2,0,c= 三 点 的 分 式 线性 映射 。 
解 ” 由 式 (6.7), 得 
(2,0,00,w) = (co,1,0,z) 
即 
== E A 
w *#—1 一 1 
所 以 


6.2.6 二 个 重要 的 分 式 线性 映射 


(1) 将 上 半 平 面 Im 2220 映射 为 单位 加 |w| 一 1 的 分 式 线性 映射 。 
该 w=L(z) 是 这 个 分 式 线性 映射 , 则 它 把 上 半 平 面 上 某 点 a 映射 为 单位 圆 的 圆心 , 即 L. 
(а) 二 0。 又 由 分 式 线性 映射 的 保 对 称 点 性 , 它 把 a 映射 为 c, 即 L(a) 一 c ,于 是 
z—a 
由 分 式 线性 映射 的 保 圆 性 , 它 把 实 轴 映 成 单位 圆周 |w| 一 1。 所 以 若 取 z 二 zx( 实 数 ), 则 由 
+ 105 + 


зо = L(z) = k 
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х—а 


Iwi=lL = | =|k|=1 


得 
k = ez 
0 为 实数 。 于 是 所 求 的 分 式 线性 映射 具有 如 下 形式 
ш= 160) = е2, 9 为 实数 ,Im a > 0 (6. 8) 


反之 ,将 z=z 代入 式 (6. 8), 有 |w|= 二 1, 即 L(z) 把 实 轴 映射 为 单位 圆周 ,同时 把 上 半 平 面 
上 的 点 =a 映射 为 w=0。 因 此 式 (6. 8) 必 将 Im 2220 上 映射 成 |w| <1. 

例 6.3 求 将 单位 图 |z| 二 1 映射 为 上 半 平 面 的 分 式 线性 映射 w= 二 f(z), 且 使 F(0) 一 
ь/@)=0. 

В ЖКШ! 一 g(w)，, 它 把 上 半 平 面 Im 10220 映射 到 单位 圆 |z| 二 1, 并且 使 g(i) 一 
0,g8(0) 二 1。 由 式 (6. 8) ,得 


又 g(0)=1, 所 以 @ = 一 1。 这 时 
| 
w т! 
由 上 式 解 出 ww, 得 
w= f(z) =? 
即 为 所 求 映射 。 


例 6.4 求 将 上 半 平 面 Im 2220 映射 为 圆 |w 一 wo | СЕ 的 分 式 线性 映射 也 一 艺 (z), 且 使 
LO)=w,L’(i)>0。 


w— w 


解 ERN * 一 一 R ЕЕ [о ио, | СЕ ERREA EK. 
其 次 , 作 上 半 平 面 Im 2220 到 单位 圆 | 引 一 1 的 分 式 线性 映射 ,使 z—i 变 成 “一 0, 于 是 


之 一 1 
сті 
复合 前 面 的 映射 ,有 
шс = 
Е еі 
再 由 条 件 1 0220, Пр} e =i, 故 所 得 映射 为 
эй 
w= Кї Ei СТЕ 


(2) 将 单位 贺 |z| 二 1 映射 为 单位 圆 1w| 一 1 的 分 式 线性 映射 。 
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一 一 一 一 一 一 


设 ww= 工 (z) 是 这 个 分 式 线性 映射 , 则 它 把 圆周 1z| = 1 映射 成 圆周 |w| =1, 同 时 把 |z| 二 1 
内 某 点 z=a 映射 为 ww 二 0。 于 是 由 分 式 线性 映射 的 保 对 称 点 性 ,点 =a 关于 单位 圆周 |z| 二 1 


的 对 称 点 二 二 映射 成 (十 ) 二 oo。 从 而 所 求 分 式 线性 映射 应 具有 如 下 形式 


z—a __ 2 2-а 2-а 
Ела трета =h Е 
а 
HP k = ak, 
因为 工 (=) 把 圆周 |z| 一 1 映射 为 圆周 |zw| =1, 所 以 取 <=1, 有 |L(1)1=1, 即 
1= |a = =l h! 
FVA ki =e” RE 9 为 任意 实数 。 于 是 有 
w=L = е E, (|a1<<1,0 为 实数 (6.9) 


反之 ,不 难 验证 这 就 是 所 求 的 分 式 线性 映射 。 显 然 这 个 映射 将 |z| 二 1 映射 为 |w| 二 1。 
例 6.5 求 将 单位 贺 |z| 一 1 映射 为 单位 圆 |w| С 的 分 式 线性 映射 w= 二 L(z), 且 满足 条 


ft LO =+, L 0)>0. 
解 ” 由 式 (6.9), 所 求 映射 为 


w= L(z) = её 24 
т=ш= 

Жр |а|<1,0 为 实数 。 
因为 L(0) 一 去 ,所 以 a 一 一 却 e-"。 又 由 L'(0)>0 得 


»1—|а |: 


"(оу = 
L Gss еч тст 


=e(1—lal’)>0 


因 1 一 |al*>0, 故 >0, 得 0=0。 这 时 e? 二 1,4 二 一 去 ,代入 所 求 映射 ,得 


6.3 几 个 初等 函数 的 映射 


6.3.1 ERSALAR 


ЖЕЙ ш= z" (n 为 大 于 1 的 自然 数 ) 在 复 平面 上 处 处 可 导 , 且 除去 原点 外 导数 不 为 零 , 因 
ЖЕЕ Й o= z" 所 构成 的 映射 在 复 平面 上 除去 原点 外 是 一 个 保 形 映射 。 
令 z==re”,w 二 pe”, 于 是 通过 w=z", 得 Pp 一 r",p 二 n9。 因 此 在 映射 w=" 下 ,z 平面 上 的 
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圆周 |z| 一 ~(r 盖 0) 映 射 成 记 平 面 上 的 圆周 |w|= 盖 。 特 别 , 单 位 圆周 |=| 一 1 映射 成 单位 圆周 
lw|==1。z 平 面 上 由 原点 出 发 的 射线 9 二 8 映射 成 ww 平面 上 由 原点 出 发 的 射线 p = n, EK 


轴 0 一 0 映射 成 正 实 轴 p 一 0; 角 形 域 0<9<4( 二 至) 映射 成 角形 域 90<p<nb,( 图 6 -9)。 特 
别 , 角 域 0<0< 焉 映射 成 沿 正 实 轴 审 开 的 平面 0<p<2x。 它 的 一 边 0—0 映射 成 w 平面 上 正 


实 轴 的 上 沿 9 一 0, 而 另 一 边 6 一 下 映射 成 _w 平面 正 实 轴 的 下 沿 9 一 2r。 


图 6-9 圳 西数 的 映射 


ЖЖ w= z" 所 构成 的 映射 的 特点 是 :把 以 原点 为 顶点 的 角形 域 映射 成 以 原点 为 顶点 
的 角形 域 , 但 把 张 角 变 成 了 原来 的 倍 。 因 此 要 把 角 域 映射 成 角形 域 , 通 常 要 用 到 宕 函数 。 

作为 w=x" ШЙ] z= Zo EH 也 平面 上 的 角形 域 0 二 p<<po( 二 2") 保 形 映射 成 = 平 
面 上 的 角形 域 0 一 0 一 pn /nm ,特别 是 将 沿 着 正 实 轴 割 开 的 w 平面 0 一 ?一 2r 映射 为 角形 域 0 一 0 


二 经 ( 这 里 Ym 是 取 定 的 一 个 单 值 解析 分 支 )。 因 而 把 角形 域 映射 成 角形 域 且 把 张 角 缩小 到 原 
来 的 十 的 映射 ,要 用 到 根 式 画 数 。 


6.3.2 指数 函数 与 对 数 函 数 


设 指数 函数 ww=e ,对 于 任意 =, 和 一 e 关 0, 因 此 它 在 全 平面 上 是 保 形 的 。 
设 =*=z+iyvuw=per, 则 
о= є, p=y 
HETA, PEHR z = z, 被 映射 成 也 平面 上 的 圆周 |w| =e% ,而 直线 у= уо 被 映射 成 


从 原点 出 发 , 幅 角 为 o= y 的 射线 。 当 实 轴 y 一 0 平行 移动 到 直线 у= А02) н}, w= e 
+ 108. 
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把 带 形 域 0 一 Im <h 映射 成 角形 域 0 一 arg КЕ 6-10), 


l: 


бх  zalnw 


图 6-10 指数 函数 的 映射 


A w= e 把 带 形 域 0 一 Im z—2= 映射 成 角形 域 ,0 一 arg 记 一 2r, 即 沿 着 正 实 轴 制 开 的 
也 平 面 ,并 且 它 们 之 间 的 点 是 一 一 对 应 的 。 

作为 ш=е* 的 逆 映 射 = 一 In w, 它 将 平面 上 的 角形 域 0 一 arg x< h 保 形 映照 成 < 平面 
上 的 带 形 域 0 一 Im z<h( 这 里 In w 是 取 定 的 一 个 单 值 解析 分 支 ) 。 特 别 , 将 去 掉 正 实 轴 的 ww 
平面 0 一 arg zw 一 2x 保 形 域 映射 成 < 平面 上 的 带 形 区 域 0 一 Im z 一 2r( 图 6- 10), 


6.3.3” 儒 可 夫 斯 基 函 数 
函数 
1 а? 
w= 56004), (а> 0) (6.10) 
z 


PARTI ЖЛ Ж СЖуковскни) 函数 。 它 在 除去 z=0 外 的 复 平 面 上 处 处 解析 ,> 一 0 是 它 的 一 
个 极点 。 


由 于 各 一 于 (1 一 乞 ), 因 此 这 个 映射 除去 ==0 M = Ha 外 ,是 处 处 保 形 的 。 
由 式 (6. 10) 容 易 得 到 


一 2az 十 oz (2-а) 
тер 2z 57:2 
ш+а = 2да а _ Gta) 


2z 2z 
所 以 有 


=a (тта) 
为 讨论 儒 可 夫 斯 基 映 射 的 性 质 ,我 们 分 别 讨论 下 面 的 一 些 映射 。 
(1) 映射 m= pas 它 把 z 二 a 和 = 一 一 a 分 别 映 射 成 w = 0 与 wm 一 ,从 而 把 通过 
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ee 


zx 一 az 一 一 4 的 圆周 С 映射 成 通过 点 w =0, AAA а 的 直线 。 当 = 取 实 数 时 ,zw 也 为 实数 。 
жн. = e >0, 所 以 当 zx 点 沿 实 轴 由 z =a 向 右 移动 时 ,点 ww 也 沿 实 轴 由 w = 


0 向 右 移动 。 因 此 这 个 映射 把 圆周 C 的 外 部 区 域 映射 成 包含 正 实 轴 的 w 半 平 面 ,同时 由 保 角 
性 ,这 个 半 平 面 的 边界 直线 的 倾角 等 于 C 在 z =a 处 的 切线 倾角 “( 图 6-11)。 


ww; 


图 6-11 偶 可 夫 斯 基 函 数 
D 映射 w 一 zi 。 它 把 这 个 w 半 平 面 映射 成 沿 射线 arg ао, = 2а WIH we KPH 
6-11). 
O 映射 о, 一半 二 <。 它 把 上 述 割 开 的 D 平面 映射 成 连接 w=a Ыш = —а 的 圆 孤 割 开 
的 也 平面 (图 6-11)。 
以 上 三 个 映射 在 所 讨论 的 区 域内 都 是 一 一 对 应 的 映射 。 把 这 三 个 映射 复合 起 来 ,有 


ата (24) 
解 出 w, B 
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ne WN НЕНЫНЕНЕНИРЕНЫНЕСЗЧЮНЮ 
因此 有 以 下 结论 ， 
映射 w 一 十 (z 十 全 ) 将 一 个 通过 <a 与 < 一 a 的 圆周 C 的 外 部 区 域 一 一 对 应 地 保 形 映 


射 成 除去 一 个 连接 点 凤 =a 5 w=—a 的 圆 孤 y 的 平面 (图 6- 11)。 特 别 , 当 C 为 圆周 |z| =а 
时 ,7 将 赔 化 为 线段 一 a 二 Rew<a。 


如 果 我 们 在 = 平面 上 围绕 圆周 C 作 与 C 相 切 于 点 a 的 圆周 C", 则 通过 颂 可 夫 斯 基 函 数 
о сеф) СВЕТЕ w 平面 上 包含 圆 弧 y 在 内 的 某 一 闭 曲 线 厂 的 外 部 , 且 这 条 


闭 曲 线 在 点 a 处 有 一 尖 点 。 它 的 形状 就 好 像 飞 机 机 事 横 截面 的 边界 曲线 (图 6-12). (ul 
斯 基 就 是 以 这 个 结果 为 基础 ,提出 了 求 各 种 机 村 截 面 的 方法 。 因 此 颂 可 夫 斯 基 范 数 又 称 为 机 
же. 


1 а? 
图 6-12 RH = (+y) 


6.3.4 复合 映射 举例 

例 6.6 试 求 一 映射, 将 区 域 D= (z||z|<1,1m =>0} 映 射 成 上 半 平面 Im w>0。 

解 先 由 映射 w = НА D 映射 为 平面 上 顶点 在 原点 的 角 域 , 它 将 :二 一 1 和 
< 一 1 分 别 映 为 ui =0 入, 二 oo, 将 上 半圆 周 AB 与 线段 AB 分 别 映 为 自 原点 出 发 的 两 条 射线 ， 
其 张 角 为 地。 为 了 确定 角 域 的 位 置 ,在 线段 AB ER < 一 0, 它 在 w 平面 上 的 象 点 为 w = 
ЖАВ Еа о 平面 上 的 象 点 为 ш 一 一 i。 于 是 线段 AB 的 象 曲线 是 ao, 平面 上 
HREM ABORAR w 平面 上 的 负 虚 轴 。 再 由 分 式 线性 映射 的 保 角 性 , 即 知 w = ЕЕ 
把 = 平面 上 的 区 域 RHA w 平面 上 的 第 三 象限 D; ,再 利用 映射 wii 将 D RA u PH 
上 的 上 半 平 面 (图 6 - 13) , 故 所 求 映射 为 


Н+ 
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图 6-13 例 6.6 的 图 形 
例 6.7 求 把 图 6- 14(a) 中 由 孤 С, 与 C, 所 围 成 的 交角 为 a 的 月 牙 形 域 , 保 形 映射 或 角 
Ж g, <argu< g, + а 的 映射 。 


©) ©) 
图 6-14 例 6.7 的 图 形 
解 ” 先 求 出 把 Ci,C; 的 交点 i 与 一 i 分 别 映射 成 ww 平面 中 的 0 点 与 ce 点 ,并 使 月 牙 形 域 
保 形 映射 成 角形 域 0<argw 一 a( 图 6 - 14(b) ) 的 映射 。 它 具有 如 下 形式 


:—і 
о = Ё = 
z 


其 中 ,为 待定 常数 。 为 了 确定 &, 我 们 规定 当 z=1 Bu 二 1, 于 是 得 到 k=i, 故 映射 


把 孤 С, 变 成 正 实 轴 , 孤 C, 变 成 从 原点 出 发 倾角 为 的 射线 。 
再 求 出 角形 域 0 一 argrw <a 保 形 映射 成 角形 域 0<<argw<q。 十 a 的 映射 , 它 显然 为 
ш = we 
最 后 ,把 以 上 映射 复合 起 来 ,得 到 所 求 映射 为 
. 112» 


Zot 保 形 映射 
一 
z—i 
z 十 i 
例 6.8 求 把 带 形 域 D : а<Кес< 5 映 成 单位 圆 |w| СТ 的 保 形 映射 。 

解 ” 先 作 映 射 


ш = ie% 


лї 


= = р-а) 
把 带 形 域 D 映 为 带 形 域 D, : 0 一 Im rm x。 再 用 映射 
w = e" 


把 带 形 域 D, 映 为 上 半 平 面 Im zo;2>0, WEAR 


ш —1 


а фі 
把 Imw 220 映 为 |w| 二 1。 因 此 所 求 映 射 为 
— _{ 
ш Fera 
өсө Ti 
如 图 6-15 所 示 。 
© @ 


р, 


w= ТЕ 
wae" wti 


图 6-15 例 6.8 的 图 形 


例 6.9 求 把 有 荐 线段 0<Im z<h,Re z=0 的 上 半 平 面 映 为 上 半 平 面 的 映射 。 
解 ” 先 作 映射 e == , E = PEERAA fE SÇ fh L 8 h < Re w < 
十 cc 的 zw 平面 (图 6- 16). 
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图 6-16 例 6.9 的 图 形 


其 次 作 平 移 映射 wu = ил 十 上 ,可 得 到 去 掉 正 实 轴 的 w 平面。 然后 通过 映射 w= 二 Vw , 便 
得 到 上 半 o FB, 
把 以 上 映射 复合 起 来 , 即 得 所 求 映射 为 
w=Vz +h 
例 6.10 REALA z< 内 去 挤 正 实 轴 上 线段 让 <Re z<1 的 区 域 D 映 成 上 半 平 面 
的 映射 。 
解 ” 先 作 映 射 


把 D 映射 成 单位 加 内 去 掉 线 段 0<Re w <1 的 区 域 D, 。 然 后 作 根 式 映射 wv, 一 /wr, 它 把 D. 
映 成 上 半 单 位 图 D, 。 由 例 6.6, 再 作 映 射 w= (ZE) ,可 把 D, 映 成 上 半 平面 Im w> Rl 
6 -17) ,复合 这 些 映 射 , 得 


14. 
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即 为 所 求 映射 。 


图 6-17 例 6.10 的 图 形 


6.4” 保 形 映射 的 基本 定理 


本 节 我 们 介绍 保 形 映 射 的 基本 定理 , 即 Riemann 存在 唯一 性 定理 和 边界 对 应 定理 。 它 们 
在 保 形 映射 理论 中 是 十 分 重要 的 。 由 于 它们 的 证 明 涉及 到 较 多 的 复 分 析 理论 ,限于 篇 幅 ,我们 
对 有 关 定 理 只 作 叙 述 而 略 去 证 明 。 

在 一 些 实际 问题 问题 和 理论 问题 的 研究 中 ,常常 需要 将 一 个 给 定 的 区 域 保 形 映射 为 一 个 
指定 的 区 域 ,从 而 在 后 一 区 域 上 对 问题 展开 讨论 。 由 6. 1. 3 节 的 讨论 ,我 们 知道 ,区 域内 的 单 
叶 解 析 函 数 可 以 实现 区 域 之 间 的 保 形 映射 。 反 之 ,对 于 扩充 复 平 面 任意 给 定 的 两 个 单 连通 区 
域 D 和 G, 是 否 存在 一 个 局 内 的 单 叶 解 析 函 数 ,把 D 保 形 映射 成 C? 若 这 种 映射 存在 , 它 是 否 
唯一 ? 由 于 保 形 映射 的 六 映射 以 及 保 形 映射 的 复合 都 是 保 形 映射 ,从 而 这 个 问题 可 简化 为 ,对 
于 扩充 复 平面 上 任 一 单 连通 区 域 D, 能 否 保 形 映射 成 单位 圆 ? 在 什么 条 件 下 ,这 种 映射 还 是 唯 
一 的 ? 

对 于 上 述 简化 问题 ,有 两 种 极端 情况 是 否定 的 :D 是 扩充 复 平面 或 D 是 扩充 复 平面 除去 


一 点 (为 妨 设 所 除去 的 点 是 co, 如 果 除 去 的 是 有 限 点 a, 只 须 作 一 个 变换 «=н. 不 论 


是 哪 一 种 情形 ,如 果 存 在 这 样 的 解析 函数 w= f Ce) ,把 上 述 区 域 映 为 单位 圆 1w|<1, 则 f(z) 
为 = 平面 上 的 有 界 整 函数 ,由 刘 维 尔 定理 ,j(z) 必 恒 为 常数 , 它 就 不 可 能 实现 我 们 要 求 的 映 
射 , 除 去 这 两 种 极端 情形 外 ,问题 的 答案 是 肯定 的 ,这 就 是 Riemann 提出 的 如 下 基本 定理 。 
定理 6. 12(Riemann,1851) 设 刀 是 平面 上 的 任何 单 连通 区 域 , 它 的 边界 不 止 一 点 ,za 
€ D. 那么 有 一 个 ,并 且 只 有 一 个 在 区 域 D 内 的 单 叶 解析 函数 也 = f (z), W ЕЁ /()=0, 
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太 (m)>0, 把 D 保 形 映射 为 |w| 一 1 。 

Riemann 定理 在 复 变 函 数 的 理论 和 应 用 上 都 有 极其 重要 的 意义 。 在 理论 上 , 它 是 近代 复 
变 函 数 几 何 理论 的 基础 ,其 次 在 较 复杂 的 区 域内 ,要 研究 保 形 映射 下 的 某 些 不 变量 ,只 须 在 较 
简单 的 区 域内 进行 研究 ,然后 应 用 保 形 映射 就 可 得 到 所 需要 的 结果 。 不 但 如 此 ,在 保 形 映射 
下 ,有 些 物理 量 的 若干 性 质保 持 不 变 。 因 此 , 保 形 映射 对 于 解决 某 些 理论 问题 及 实际 问题 起 着 
重要 的 作用 。 

Riemann 存在 唯一 性 定理 讨论 的 是 区 域 之 则 的 保 形 映射 ,并 未 涉及 区 域 的 边界 之 间 的 对 
应 情 况 。 一 般 说 来 ,一 个 区 域 的 边界 可 能 出 现 很 复杂 的 情况 。 这 里 仅 限于 简单 闭 曲线 所 围 的 
区 域 来 给 出 下 面 的 边界 对 应 定理 。 

定理 6. 13( 边 界 对 应 定理 ) 设 单 连通 区 域 D 和 G 的 边界 分 别 为 简单 闭 曲线 C ЖГ. #7 
М w= /(z) 在 了 内 解析 ,在 C 上 连续 ,使 C 一 一 对 应 地 映射 成 夏 , 且 当 点 = 沿 着 C 的 正 向 移 
动 时 ,对 应 点 ww 也 沿 着 厂 的 正 向 移动 , 则 w= f(z) 将 D 一 一 对 应 地 保 形 映射 成 G。 

这 两 个 定理 的 证 明 比 较 复杂 ,这 里 从 略 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [1] 或 [6] 。 


6.5” 施 见 益 - 克 里 斯 托 菲 公式 


在 热传导 、 流 体力 学 和 静电 学 等 许多 实际 问题 的 研究 中 ,常常 需要 把 上 半 平 面 映射 到 一 个 
多 角形 区 域 ,这 就 是 保 形 映射 理论 中 上 半 平 面 到 多 角形 的 保 形 映射 问题 。 在 一 般 情况 下 ,这 个 
问题 已 不 能 用 前 面 讨论 过 的 初等 函数 来 解决 ,而 需要 利用 下 面 给 出 的 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 非 
(Schwarz - Christoffe) AR. 

设 G 为 w 平面 上 的 一 个 多 角形 区 域 ,其 项 点 按 道 时针 方 向 依次 为 ww swew ,在 顶点 
w 处 的 多 角形 G RMH a,n,0<a,<2(1<k=<n), B 


угына 

由 黎 曼 存在 定理 ,存在 函数 w= 二/(z) 把 上 半 平 面 Im 2220 保 形 映射 成 区 域 G, 并 将 = 平面 
ЗЕ n AA 

— °° < m < zx < ** < rz, < co 

依次 映 为 G 的 顶点 wi yz sw ОШ 6 -18)。 为 简便 起 见 ,对 于 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 菲 公式 不 
作 严 格 推导 ,只 说 明 它 的 合理 性 。 

我 们 知道 ,等 函数 

ш = z" 

把 以 z=0 为 顶点 , 张 角 为 a(0<a< Ey аве w=0 为 顶点 , 张 角 为 na 的 角形 域 。 


因此 ,映射 


ш — w, = (:—х,„)%, (0 <a < 2) (6.11) 
5116 。 
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86-18 上 半 平 面 到 多 角形 区 域 G 内 的 映射 
把 工 轴 上 的 点 z, 映射 成 z 平面 上 的 点 wie 平面 的 上 半 平 面 映射 成 ww 平面 上 顶点 在 w, К 
Я ат 的 角形 域 。 
由 此 可 见 , 通 过 映射 式 (6. 11) 就 可 以 把 经 过 实 轴 上 的 点 zx 的 直线 段 映射 成 也 平面 上 点 
to, 处 交角 为 asr 的 两 条 线段 。 因 此 ,如 果 一 个 映射 同时 将 т 轴 上 的 几 条 线段 映射 成 ww 平面 上 
相交 在 不 同位 置 不 同 角度 的 线段 ,那么 它 就 可 以 将 整个 > 轴 映 射 成 z 平面 上 的 多 角形 。 
由 式 (6. 11) ,可 得 


g = a(z — z)" 


由 此 启发 我 们 ,把 上 半 < 平面 映射 成 多 角形 内 部 区 域 的 映射 w= f(z) EI E ШЕ ЖГ 


W AGa Садо) (2) (6.12) 
z 


其 中 ,A 为 常数 。 | 

下 面 说 明 式 (6. 12) 给 出 的 变换 确实 能 够 将 上 半 = 平面 映射 成 多 角形 区 域 。 由 式 (6. 12), 
我 们 有 

dw = AGz— z)" (z — т)“ а)ба 
两 边 取 幅 角 ,得 
arg dw = argA + (a, 一 1)arg(z 一 zi) 十 (os 一 Darg(= 一 zz) 
+ + (a, — 1)arg(z— z,) + arg dz (6.13) 
现在 ,我 们 观察 当 点 = 沿 着 实 轴 从 z, 的 左边 依次 经 过 点 zi олоо ео, 时 , 象 点 w 的 轨迹 。 
设 z 的 象 点 是 ww,(1<h<n) ‚2% z 没有 达到 z, 以 前 ,由 于 z 一 z1,z 一 ze，,…,z 一 zx, 全 是 负数 ， 
其 辐 角 均 为 <, 此 时 dz= dryargdz 一 0。 因 此 , 当 z É z, 移动 时 , 式 (6. 13) 的 右 端的 各 项 都 不 
变 ,所 以 arg dw 保持 不 变 。 但 dw hif RAH w 沿 着 直线 移动 时 才能 保持 不 变 , 因 此 , 当 > 
移 向 zx, 时 ,由 方程 式 (6. 12) 定 义 的 点 ww 的 轨迹 是 线段 。 

当 = 经 过 zi 到 达 л, 的 右 侧 时 ,z 一 zi 为 正 实 数 ,arg (一 zi) 突 然 减 少 了 r, 其 它 各 项 辐 角 
保持 不 变 , 所 以 这 时 arg dw 减少 了 (ww 一 1)x 一 mr 一 r, 即 它 增加 了 хат. а х А 
zi 的 右边 向 z; 移动 时 ,arg dw 保持 这 个 新 值 不 变 , 故 w 的 轨迹 是 连接 z, 的 象 点 w 与 z, 的 

ЖЗ, 


复 变 函数 与 积分 变 摘 
=== 


象 点 w: 的 一 条 线段 , 它 与 前 一 线段 相交 于 zw , 且 具 有 夹 角 mr( 如 图 6-19)。 


sF 


(a) (b) 


图 6-19 多 角形 映射 的 过 程 
当 < 沿 着 x 轴 移 向 z* 的 右 侧 时 ,由 式 (6. 13) 知 ,arg dw 将 突然 增加 r 一 czr。 当 = 在 zs 
右 侧 向 z, 移动 时 , 象 点 w 就 沿 着 连结 w 与 r, 的 象 点 w 的 直线 段 向 rw 移动 , 它 与 线段 w ， 
w: 的 夹 角 为 mr( 如 图 6 - 19)。 按 照 这 种 方法 , 当 z 在 z 平面 上 沿 着 整个 实 轴 从 一 co 变动 到 
十 co 时 ,arg dw 总共 改变 了 。 


六 (一 am) =2к 

相应 的 点 ww 也 回 到 了 出 发 点 。 再 从 边界 的 走向 (区 域 在 左 ) 可 知 上 半 平 面 与 多 角形 的 内 部 区 
域 对 应 。 

对 式 (6. 13) 两 端 积分 ,得 

w= Ааа (a= m) Ce r) B 

其 中 ,A,B 为 任意 常数 。 于 是 我 们 有 如 下 定理 。 

定理 6.14 i w= fE EPH Im 2220 保 形 映射 到 有 界 多 角形 区 域 G,G 在 其 顶点 
xo, 处 的 内 角 为 a,x(0 二 a, 志 2,k==1,2,…,n) ,并 且 实 轴 上 对 应 于 这 多 角形 顶点 的 那些 点 xz,( 一 
ооа Сао Сл, Боо) а Я, W| r 

fæ = af Се anr а) ее r) 4 В (6.14) 

其 中 ,zx(Im xo>0) 是 任意 选 定 的 点 ,A,B 是 复 常数 ,积分 号 下 的 各 多 值 函数 可 取 主 值 。 式 
(6. 14) 称 为 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 菲 公式 。 

在 公式 (6. 14) 中 ,假定 对 应 于 多 角形 G 的 顶点 的 那些 点 >, 都 是 已 知 的 ,但 在 具体 问题 中 
知道 的 却 是 多 角形 的 顶点 ,而 不 知道 z; 。 一 般 来 讲 , 在 这 些 т, 中 ,有 三 个 点 可 以 任意 确定 ,而 


其 余 的 那些 =, 以 及 常数 A,B, 就 必须 由 问题 的 具体 条 件 来 确定 (常数 x。 也 可 以 任意 选 定 )。 
18. 
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后 面 将 通过 具体 的 例子 来 说 明 怎样 确定 这 些 点 和 常数 。 
下 面 我 们 研究 在 某 些 特殊 情况 下 公式 (6. 14) 的 形式 。 
(1) 多 角形 有 一 个 顶点 是 co 点 的 象 ,不 妨 设 ,二 oo, 这 时 公式 (6. 14) 还 可 以 化 简 。 作 分 式 


线性 映射 


ta z E 
z 


这 里 >. 是 任意 实 常数 。 这 个 映射 把 上 半 平 面 Im 2220 变 为 上 半 平 面 Im $0, 并 且 把 点 л, 
Lart En 分 别 映射 成 有 限 点 ,za:，…z', ,将 Im G> 映射 为 多 角形 内 部 的 函数 为 


k 
ya А аон Оза B = 


了 人 Ly 
[Da (+B 一 
af Са аа a aDJ e DS! t+B 


hF а tata, =n—2 以 及 xz 二 — on 一 1, 所 以 


w=af (e—a (z — ra) (e re) dz + B 


这 说 明 , 若 某 个 点 zx, 为 co ,在 公式 (6. 14) 中 相应 
的 因子 可 以 去 掉 。 因 此 ,在 使 用 公式 (6. 14) 时 ， 
预先 指定 某 点 т, 为 2 是 有 好 处 的 。 
(2) 多 角形 有 一 个 或 几 个 顶点 在 =" 处 ,其 来 
角 不 为 零 的 情形 ,只 要 把 顶点 在 c 处 的 那 两 条 
直线 之 间 的 夹 角 ,规定 为 这 两 条 直线 在 有 限 点 
处 的 夹 角 乘 以 一 1, 则 公式 (6. 14) 仍 成 立 。 
设 多 角形 G 有 一 个 顶点 w = (如 图 
6 -20) ,在 射线 wiw Жш, ш, 上 各 取 一 点 
wi 和 ,并 用 直线 连接 之 ,得 到 有 n 十 1 个 顶 
点 的 通常 的 多 角形 区 域 G 。 对 G' 应 用 公式 (6. 14) 得 到 上 半 平 面 到 G 的 映射 函数 
w= af (zm an) e(z ra а a 60а a) de+B (6.15) 


олоод, ЕТА А o u”, 在 实 轴 上 的 对 应 点 。 
令 wiw 分 别 沿 着 射线 wii w wa w 趋 于 ce, 并且 使 线段 wiw 在 移动 中 始终 保 
持 与 原来 的 位 置 平 行 ,这 时 z”, fl z”, 都 趋 于 与 w 对 应 的 点 zx, 于 是 式 (6. 15) 中 的 因子 
баз) а а) — (а д) 
Wasa, Ба", — 1. M| ат 正好 是 两 射线 ww,_1w 5 ww 在 有 限 点 交角 的 相反 数 ,这 时 а, 
19 + 


wao 


wao 


图 6-20 多 角形 G 中 顶点 w 一 co 情形 


аакка 


十 败 一 2 一 必 一 1, 从 而 式 (6.15) 可 化 为 
v= af Са) ба ex) dz +B 
ъ 


下 面 给 出 几 个 具体 的 例子 。 


例 6.11 求 一 保 形 映射 ,把 上 半 平 面 Im 2220 映 为 w 平面 上 边 长 为 2a 的 等 边 三 角形 
AAA; 的 内 区 域 ( 如 图 6-21)。 


图 6-21 #6.1 的 图 形 
解 选择 < 平面 上 的 三 个 点 0,1,c0 为 A ,A Аз 的 对 应 点 ,由 公式 6. 14, 所 求 的 映射 为 


w= Ае +4: +В = af зе ауа: +В 


Jeh A= GD A, 设 当 z 在 (0,1) 上 时 ,积分 号 下 的 每 一 个 根 式 都 取 主 值 。 由 1000) = 一 a 
可 得 B= 一 a。 又 由 w(1)=a, 得 
а= Ааа баға 
所 以 
5 Кр 
А, = aa(| ta — y iaz) 
故 


ш= = PF: +01 2): а 
[аа-а 4 
例 6.12 求 把 上 半 平 面 Im =>0 保 形 映射 为 ww 平面 上 半 带 形 区 域 Im 220, 59 Кеш 
二 也 的 保 形 映射 。 
Юй ”如 图 6-22 所 示 , 把 z 平 面 上 一 1,1, 吕 三 点 分 别 映射 成 也 平面 上 Ai,A; 及 А, (оо) 
三 点 , 半 带 形 域 可 看 作 是 顶点 移 向 无 穷 远 点 的 三 角形 的 极限 情形 。 由 公式 (6. 14) 得 


ав 


= АЈ 0+ (= D+ = А, d 
w +10 (z ) dz 十 也 Af т=г 
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6-22 @ 6.12 的 图 形 


x 


其 中 根 式 取 主 值 。 由 一 一 1 对 应 e= y BLR B= — 2 i X 8 z=1 对 应 u= + MJ 


x 1 dz x x 
于 是 A,=1。 因 此 
-=| dz _х_ "I 
即 为 所 求 映射 。 
习题 6 


1. 求 下 列 映射 在 给 定点 处 的 伸缩 率 和 旋转 角 , 并 且说 明 它们 将 = 平面 上 哪 一 部 分 放大 ? 
哪 一 部 分 缩小 ? 


(CD uw= 工 ，z=1+i 
= 


(2) ш=е, х= 


(3) w= +4z, z=-1+i, 

2. 试 说 明 w= +1 在 什么 样 的 区 域 上 是 一 个 保 形 映射 。 

3. 下 列 区 域 在 指定 的 映射 下 映 成 什么 区 域 ? 

Q) Ке 220, w=iz+i; (2) Im z>0, ш=(1+0е; 


1 


(3) 0<Im z<, w= i 
2 z 


(4) Re z>0,0<Im z<1, w= 二。 
4. 下 列 各 题 中 ,给 出 了 三 双 对 应 点 newn шт znew 的 具体 数值 。 试 写 出 相应 的 
分 式 线性 映射 ,并 指出 它们 把 通过 = ,x z; 的 圆周 的 内 部 或 直线 左 侧 ( 顺 着 = ,zz ,zs 的 方向 
观察 ) 分 别 映 成 什么 区 域 。 
GD) 2е—1+е1,—2е1; 
(2) lec, 1,1405 
s 121 = 


їйї 
кы 


(3) оо+»0,1е1,0+=»оо; 


* (4) оо+з0,0+51,1++оо, 


5 如 果 分 式 线性 映射 ww 一 全 二 将 单位 圆周 |=| 一 1 映 成 直线 ,那么 它 的 系数 应 满足 什么 
条 件 ? 
6. 如 果 分 式 线性 映射 w 一 2 二 将 上 半 平面 Im =>0 映 成 上 半 平面 Im w>0, 那 么 它 的 


系数 应 满足 什么 条 件 ? 
7. 求 分 式 线性 映射 = f(z) , 它 将 Im 2220 映射 为 |w| 一 1, 且 满足 条 件 


fü) = 0,arg f'G) = з 


8. 求 把 上 半 平 面 Im 2220 映射 成 |w|<R ОКЕЕВ w= Са) EE А) =0,/'Ч) 
三 1, 并 计算 R 的 值 。 


9. 试 求 分 式 线性 映射 w= 三 f(z), 它 将 |z| 一 1 映射 为 |w 一 1| 二 1 且 满足 条 件 /(0) 一 去， 
f(1)=0。 
10. RH 121 <А 映射 为 |w| <1 的 分 式 线性 映射 。 


11. 求 将 |z|1<p 映射 为 |w| 二 R 且 将 z=a(la| 一 p) 映 射 为 ww 一 0 的 分 式 线性 映射 。 
12. 试 求 分 式 线性 映射 ш УС) , 它 将 |z| 一 1 映射 为 


1w|<1, 且 满足 条 件 SG =0arg /'Су)=0. 


13. 函数 Ü = 十 把 如 图 所 示 的 月 牙 形 区 域 映射 为 
怎样 的 区 域 ? 
14, Ж o= /=), 它 把 第 一 象限 0<arg z< Z B 


射 成 单位 圆 |w| 一 1, 且 满足 条 件 FC1 十 一 0,7(0) 一 1。 тезу sas sis 
15. 求 函数 a= /(z), 它 把 下 列 各 区 域 保 形 映 射 成 上 半 平 面 。 
GO) 0<arg z< 81511, 


(2) |z—1|<2 B |zz+1|<2; 

(3) |z|<2 B|z—11>1. 

16. 试 作 如 下 保 形 映射 。 

СТ) 把 带 形 域 < 二 Im z<2x 映 为 上 半 平 面 ， 

(2) 把 复 平面 上 除去 1 十 i 到 2 十 2i 的 割 线 后 剩 下 的 区 域 映 为 上 半 平 面 。 


17. (Schwarz 引 理 ) 设 函数 w= f(z) 在 |z| 二 1 内 解析 且 满足 条 件 700) 0, |70) 11 
. 122, 
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(|z|<1),W 

D зч |а| ву, С 1115 

(2) ШН хо 01511, | Сао) 1 z | ЛС) е ,0 为 实数 。 

18. ЕИ СТВ ODI 7а) =0, Дф 1а] 1. 证 明 :在 |z|<1 
内 ,有 不 等 式 

z—a 

l—az 
19°. 求 图 中 所 示 区 域 到 上 半 平 面 的 保 形 映射 ,并 使 A 点 以 应 于 一 一 1,O 点 对 应 于 


z=]. 


I fe I< 


图 6-24 习题 19 题 的 图 形 


5123. 
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数学 中 常常 使 用 变换 的 方法 把 一 些 比较 复杂 的 问题 转化 为 简单 问题 进行 运算 。 例 如 ,对 
数 变换 可 将 乘法 运算 转化 为 加 法 运算 ,解析 几何 中 根据 实际 问题 需要 进行 直角 坐标 和 极 坐标 
之 间 的 变换 等 。 
积分 变换 也 是 基于 这 种 思想 解决 问题 的 。 所 谓 积分 变换 ,就 是 把 函数 类 A 中 的 函数 
fO ,通过 含 参 变量 r 的 积分 
F(r) = f'fora od 


变 成 另 一 类 函数 类 B th F(r)09 348 р A(t,r) 是 一 个 确定 的 二 元 函数 ,通常 称 为 该 积分 变 
RHR. SORIRE FORA f(z) 的 象 函数 。 选 取 不 同 的 核 及 积分 域 时 ,就 得 到 不 
同名 称 的 积分 变换 。 

积分 变换 的 理论 和 方法 不 仅 在 数学 的 诸多 分 支 , 而 且 在 自然 科学 和 工程 技术 的 许多 邻 域 
中 都 有 广泛 应 用 。 

健 里 叶 变 换 简称 健 氏 变换 。 在 本 章 中 将 给 出 傅 氏 变换 的 概念 及 性 质 ,以 及 9 函数 的 概念 
和 人 性质 ,最 后 介绍 傅 氏 变换 的 应 用 。 


7.1 傅 氏 变换 的 概念 


7.1.1 傅 里 叶 级 数 


在 数学 分 析 中 ,已 经 介绍 过 函数 的 傅 里 叶 展 开 问 题 。 如 果 一 个 以 T 为 周期 的 实 值 函 数 
геа) ,在 [一 于 ,了 上 满足 玫 利 克 雷 (DirichleD 条 件 , 即 六 (0 在 [一 于 ,于 ] 上 满足 ， 


(1) 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 
(2) 只 有 有 限 个 极 值 点 , 则 在 fr(2) 的 连续 点 处 


т) =F + У) Cacos not 十 bsin not) (7.1) 
= 


其 中 


I 
2 £ 
e= = = +Ë ea 


Р 
a, = | соз тий. = 1,2,3,1) 
T. -7 


b= тЇ resin тий, (зя=1,2,3,Э) 
为 方便 起 见 , 常 将 fr(t) 的 仁 里 叶 级 数 改 写成 复数 形式 。 将 欧 拉 公式 


тж 傅 里 叶 变换 


一 一 一 一 
代入 式 (7.1) 中 ,有 
т) = + Be. cos mot + b.sin mot] = 

24 [®‹е фе) b em)] 

а а, — ibn ime |, a, +ib, -ime 

z+ >( Z +2 ) 
Фаіс: ддт 

fro = Èo (7.2) 


其 中 ce = 于 | ена = 0, t 1, 2,60), PRACT. 2) A AE Dt Bi B ИНЖЕ 
+ 
式 。 


在 式 (7. 1) 中 , 若 令 А,=/а ЕЕ A =F M ~ 


frü) = А+ УА. sin(mot + 0,) 


这 里 A, 反映 了 频率 为 nw 的 谐 波 在 f7(D 中 所 占 的 份额 ， 称 为 振幅 。 
而 在 复 指数 形式 中 ,第 ”次 谐 波 为 


+c. 
фс, 
则 
le |=] cn |= МАЕ 
即 


A.=2|c. | (1=0,1,2,+—) 
它 反映 了 各 次 谐 波 的 振幅 随 频率 变化 的 分 布 情 况 ,因此 称 A. 为 周期 函数 fr(z) 的 振幅 频 谐 。 
由 于 n=0,1,2,…, 所 以 频谱 A, 的 图 形 不 连续 , 称 之 为 离散 频谱 。 

例 7.1 求 以 T 为 周期 的 函数 (图 7 -1) 
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复 变 函数 与 积分 变 接 


bi 
T z 
0, == 
fr) = 4Е, -+<:<+ 
т т 
0, т << % 
的 振幅 频谱 。 
л) 
_— — 


图 7-1 函数 /r(t) 的 图 形 
解 由 w= 从 知 , 当 n=0 时 ， 


zaj -E 
co = T| ea =+ 


3 n#0 В, 
aap ын LT 
==] O E S = 
ЕЕ Einn 
Ino | аят 


所 以 广 (9 的 傅 里 叶 级 数 的 复 指数 形式 为 


fr(D = Ё > Ема tom, tn =+1,+2,50) 


s 


它 的 振幅 频谱 为 
А, =? | = E 
А, =210,1= Ж lsi |. (w=12,.) 
可 根据 T 的 取 值 作 出 相应 的 频谱 图 ,如 Т=4с 时 ,其 图 形 如 图 7-2 所 示 。 
7.1.2 傅 氏 变换 


本 段 讨 论 非 周 期 函数 的 展开 问题 。 对 于 任意 一 个 非 周期 函数 (7) , 作 周 期 为 工 的 函数 
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A 
Е 
А | 下 
л x 3л 2." Sn 3n 7. 4. 9" Sx k 
т д т зҮ п т САК т 9 п 
7-2 T=4r 时 ,fr(b0) 的 频谱 图 
fr ,使 得 它 在 [一 元 T TIZAS fom, 而 在 [一 也， ТВОЯ T 向 左 向 右 延 拓 到 束 


个 实 轴 上 , 则 当 TEANS AS Ин Ени» T 一 oo 时 ,周期 函数 六 (+) 便 可 转 
化 为 f) B 

dim fr() = fO) 
由 式 (7.2) 有 


f(D = lim fr = ва $ [Hi oema] 
当 n 取 一 切 正 整 数 时 ,w, 二 nw 所 对 应 的 点 分 布 在 整个 数 轴 上 。 将 相 邻 两 点 间距 离 记 为 Aw» 
即 до, =, on =w 2,0) 


го = 去 im 5) [ое e e Jaw 


这 是 一 个 和 式 极限 ,在 下 面 定理 的 条 件 下 ,可 以 用 傅 里 叶 积 分 公式 (简称 傅 氏 积分 公式 ) 来 表 
示 。 

定理 7.1( 传 氏 积分 定理 ) 如果 定义 在 (一 co ,十 cc) 上 的 函数 /(1) 满 足下 列 条 件 : 

A) F(o 在 任 一 有 限 区 间 上 满足 狄 利克 雷 条 件 ， 


D 7 在 (一 = ,十 co) 上 绝对 可 积 ( 即 | лоза 收敛 ), 则 有 传 氏 积分 公式 收 伍 , 且 


= | [| лета edw = 


fo, 4 t J: f C) 的 连续 点 时 
| aas ш, ау 的 亲自 点 时 (7.3) 
若 令 
Feo) = | fed (7.4) 


a par e 


复 变 函数 与 积分 变 摘 


则 有 
f(D = | Fde do (7.5) 
由 上 面 两 式 可 以 看 出 , fj(z) 与 F(ow) 可 以 通过 类 似 的 积分 运算 相互 表达 。 式 (7. 4) 称 为 
AD) 的 傅 氏 变换 ,函数 F(w) 称 为 f(z) 的 伟 氏 变换 的 象 函 数 , 记 为 F(w) 二 9[f(2)]; 式 (7. 5) 称 
为 F(w) 的 傅 氏 逆 变 换 , 7(z) 称 为 F(w) 的 象 原 函 数 , 记 为 OSF Fo] TR RKK F 
(wo) 与 象 原 函 数 SORTERER. 
在 频谱 分 析 中 ,F(w) 又 称 为 (+) 的 频谱 函数 ,而 频谱 函数 的 模 |F(w) | 称 为 ШҮ 
谱 。 由 于 是 连续 变化 的 ,所 以 称 之 为 连续 频谱 。 
例 7.2 求 矩形 脉冲 函数 
l: I< 
l: |> ó 
(其 中 ,8>0) 的 傅 氏 变换 ,并 验证 at, 
解 由 式 (7.4) 有 
Flw) = 


ol 


再 由 式 (7. 5) ,可 得 Тетя 


= 2sin до qo, = 
w 


sinat dw = 


2sin n & cos 244 2 "i 2sin до 


2 sin saa аа = 
т w 


1, lil<s 
fir, ltl=ò 
0, l: |> 
上 式 令 1=0 可 得 | 并 dz 二子。 
о = 2 
例 7.3 求 指数 衰减 函数 
0, 1<0 
so [ао (p>0) 
的 傅 氏 变换 ,并 作出 f(1) 的 频谱 图 。 


解 由 式 (7.4) 
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Fe) = ASO) = [роста = | ена = 
== š 
а РР 
раат o DRFA 
1 z 
FR VA | F Cw) | = ,其 图 形 如 图 (7- 3) 所 示 。 
Et 
70 
1 
7 
0 
0 
(a) 函数 7(0) 的 图 形 (by7(D) 的 频谱 图 


图 7-3 


7.2 —* $ AEK GERR # 
FEH. 1 45 rh 5 H 648 F 05 У, — 5 Ж IB. PR Ф.И ШЖ ЖЕ. ТЕО B $ 0 9k йч... 


复 变 函数 与 积分 变 接 


一 一 


{гео а] „ир т =0 
зоо iCD = О БА O р y= 
显然 ,上 例 中 电流 强度 i(z) 无 法 用 普通 函数 来 表示 ,而 这 种 类 
型 的 例子 在 工程 中 是 非常 多 的 。 下 面 定义 的 广义 函数 6(7) , 正 50 
是 以 例 7. 4 等 类 似 问 题 为 物理 背景 的 特殊 函数 在 数学 中 的 抽 
象 概括 。 
定义 7.1 如 果 对 于 任意 一 个 在 区 间 ( 一 =, 十 cp) 上 连续 
的 函数 SOA | G — сой = f), WEDHI- ° у 
ни. 
工程 技术 中 常用 一 个 长 度 为 1 的 有 向 线段 表示 Š -函数 图 7-4 5-80 
(图 7 - 4) ,这 个 线段 长 度 表示 6(1) 的 积分 值 , 称 为 -函数 的 强 
度 。 
从 此 定义 知 ,任何 一 个 连续 函数 (4) 都 对 应 一 个 确定 的 数 /(0) 或 Со) ,这 一 运算 性 质 使 
6 -函数 在 近代 物理 和 工程 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 。 有 时 ,人 们 将 ó 函数 直观 的 理解 为 6(1) = 
шд, СВАО" 


,其 中 6.(2) 为 单个 方 脉 冲 函 数 且 


0, t<0 
aD = 41 o<i<ele>0) 
0, t>e 


9 函数 具有 下 列 性 质 ， 
性 质 1 对 任意 的 有 连续 导数 的 函数 fO ,都 有 


[oraya =—/(0› 
证 “由 分 部 积分 法 知 
Ü wayrawa = sayfa) |” -f aof od 
注意 到 A0 = 并 利用 定义 7.2, 有 
[oy raya: = 0) 
一 般 地 ,对 任意 的 具有 n 阶 连续 导数 的 函数 f с.н 


+ вяленая лова овоа 一 limf?” OLDA KID жасо MARR. 
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[osoa = C D" fe 0) 


性 质 2 9- 函数 为 偶 函 数 , 即 =t). 
性 质 3 设 u(t) 为 单位 阶 路 函数 , 即 
l, 220 


"o= | 
0, {<0 


则 有 
Í dt = uD su = да) 
证 h [ооа 


| ёс) = 位 “29 
= 0, {<0 
所 以 


[оов = wo 
ЮЛ АА e RER, ВА а Со 000). 
7.2.2 5- 函 数 的 博 氏 变换 
由 傅 氏 变换 的 定义 ,容易 求 出 
F080]= | aoed = 
G-![2x8(w)] = [aweraw =1 
可 见 ,8(4) 与 1,2w6(w) 与 1 均 构成 一 个 傅 氏 变换 对 ,所 以 
= 和 | edw = aw 
F011= [ена = 2ra(w) 


容易 验证 ,8(1 一 to) 与 e。 “也 构成 一 个 傅 氏 变换 对 。 要 注意 的 是 ,以 上 积分 已 经 不 再 是 7.1 节 
中 傅 氏 变换 定义 中 的 积分 , 故 称 上 述 函 数 的 傅 氏 变换 为 广义 傅 氏 变换 。 利 用 这 一 概念 ,可 以 给 
出 一 些 非 绝对 可 积 的 常见 函数 的 傅 氏 变换 。 


例 7.5 ЕЗШЕ ORARE B ндо) 
证 “由 传 氏 道 变换 定义 ,有 
fo = 去 | [5+ rdw) Je dw = 


181+ 


复 变 函数 与 积分 变换 


[асет du 十 去 | 


$ 1 [2 sinat 
+], "Sas 
+9 ТЗ т п 
нт, 2 [7 Bta 


0, 1<0 
1, #>0 
017.6 求 正弦 函数 f(1)=sinwot HARER. 

解 ” 由 伟 氏 变换 定义 ,有 


Feo) = Afa] = | Ee™sinwtdt = 


f(D =ч) = | 


REEE 
Í Ea sd pa ш 


< 21 
二 [rato 一 ww) 一 2r8(o 十 oo) 一 
їх[д(® + а») — 8(® — а») ] 


7.3 ЖАЎНА 


7.3.1 傅 氏 变换 的 基本 性 质 


在 下 面 的 叙述 中 ,为 方便 起 见 , 假 定 这 里 需要 进行 傅 氏 变换 的 函数 都 满足 傅 氏 积分 定理 中 
的 条 件 。 
1. 线性 性 质 E F.(o)=$[f,G0]J,F,(6)=$ [f, GO], 为 常数 , 则 
F [b fiC) + b fa G] = ki F, (w) + kF: (w) 


F Ck, F, Cw) + kF: Со)) = ki fi O) E ke f, G) Se 
2. 位 移 性 质 设 于 f(t)]=F(w) ,ts、w 为 实 常数 , 则 
Hf(t+tt)] = Flw) Я 


ЭТЕ + )] = e*%' f (a) 
证 由 傅 氏 变换 定义 ,有 


уч +ь)] 一 [rat to)e™ = 


三 Ре dr = 
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[7 f(De dr = et“ F(w) 
同 理 可 证 明 
ЯРО + в] = emf а) 
这 两 个 公式 说 明 ,时 间 函 数 f(#) 沿 1 轴 向 左 或 右 位 移 г 的 傅 氏 变换 等 于 f(7) 的 傅 氏 变换 乘 以 
因子 eo нй e“ ;频谱 函数 F(o) o 轴 向 右 或 左 位 移 wo 的 傅 氏 逆 变 换 等 于 原来 的 函数 ГС) 
ЖИН ей ет, 
007.7 求 矩 形 单 脉冲 函数 


E, 0<1<т 
ro = | 


о, (£f) 
的 频谱 函数 。 
解 由 7.1 节 例 7.1 知 ,矩形 单 脉冲 
r r 
ло) -| ， -—;<<+7 
0, СВ) 
的 频谱 函数 为 
F, (w) = Еп 
利用 位 移 性 质 , 有 


Еш) = ASO] = Afu p] = e “ФЕ = 
2E ас 


а 
w 2 


如 用 健 氏 变换 定义 计算 [f(z)], 所 得 结果 同上 面 解 法 所 得 结果 是 相 一 致 的 。 
例 7.8 8 71/70 ]= ЕС), Af sinw]. 
解 ” 利 用 位 移 性 质 ,有 


ЯО вто) = 0 ew 一 em )] = 


BEFCwt a) — Flw—w)] 


3, 微分 性 质 “如果 (2) 在 (一 co, 十 cc) 上 连续 或 只 有 有 限 个 可 去 间断 点 , 且 当 |i| 一 十 co 
时 ,了 (2)->0, 则 
AFOD] = iwf] (7.8) 
证 “由 分 部 积分 法 
яго] [овча = 
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рое | [лоса = 


іо [f] 
即 一 个 函数 的 导数 的 傅 氏 变换 等 于 这 个 函数 的 傅 氏 变换 乘 以 因子 iw. 


推论 若 Fo(D(C=1,2,…,n) 在 (一 ,十 cc) 上 连续 或 只 有 有 限 个 可 去 间断 点 , 且 


„im /"ч)=0,#=0,1,2,-=я—1,ШЖ 
ЯР W] = Ge)" [fO] 
同样 ,可 以 得 到 象 函数 的 导数 公式 。 设 了 [LJ(O)]=FCw), 则 


Feo = 9 [— fen] 
- 般 地 ,有 
L Few) = C D"# [ef (1)] 
К”, 
7.9 计算 函数 |t| 的 傅 里 叶 变 换 。 
解 由 于 |t|=tsgn t=t[2u(t) 一 1], 并 且 
Fiu —1]= 2 Flu- F] = [名 十 2x6(w)] — 2x6(w) = z 
利用 公式 (7. 10) 有 
ўі) = 2 
4 积分 性 质 MR oont, (D = | Fod 一 0, 则 
*[[ soa] g [feo 
证 из | уой = уш), 


F НИ гаг] FEO 
由 微分 性 质 
я [si оой ]= о [J гоа) 
Вр 
F [ла] 19170) 


В ВА В ЕВРЕ ИН АЕА, 


5. 对 称 性 质 车 SF[f(2)]==F(w), 则 
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(7.10) 


(7.11) 
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= 
FEFA] = 2=f(— w) (7.12) 
证 H fO) = 去 | редете т 
1-0 = [7 Еоюе-=ав 
即 
fow = е Рена 
ЯШ ЯСЕ) ]= 2 w). 
6. 相似 性 质 B 7170021 РС) a0, Z ар) = F(E) 
证 Ф u=at, 4 a>0 Bf, 
FESD] = | одеа = TF(E); 
当 a<0 时 ， 
а) = EST лое =— TF(E); 
综 上 有 
1 w q 
$ [feat] = ТетЁ(@) (7.13) 


这 一 性 质 表 明 , 如 果 函 数 7(z) 的 图 像 变 窗 , 则 其 健 氏 变换 F(w) 的 图 像 将 变 宽 变 矮 ; 反 之 ,如 果 
ПОТЕЗ А F(w) 图 像 将 变 高 变 窄 。 
7* .乘积 定理 设 3[f1(2)]=F(w),F[f;(1)]=F,(w), 则 有 


Глолов = À KOF: odos 


xÍ F, (w) Ё, Сюўд® САТ 
HPA ODHAK t Э.Е, Со) Е. Со) 520 Е, (о) Е, Со) ЕД @ 
证 由 于 
Ë лорд = Гло [все] = 


ГЕ w) Па еч а Jaw 


еее, п f, ORRA с 00 35: 583 A 


Ае = fi(We™ = f. (De = 
从 而 
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— 
[aenea һо у= | = 
ко [лоса = 
x F Go) F; (w)dw 
同 理 可 得 


[AORO = EST F o Frodo 
87. 能量 积 分 设 F[f(2)]=F(w), 则 有 
Голота = 去 | | Feo) |: do (7.15) 


这 一 等 式 又 称 为 帕 塞 瓦尔 等 式 。 : 
证 在 式 (7.14) 中 , 令 fiS f, a) = С) , WJ 


5 1 = 
ае M = 
[Tiro dt = |. Fw F(w)dw = 


1р Е 
во ао = | создо 


其 中 ,S(w) 一 |F(o)|*, 称 为 能 量 密度 函数 (或 能 量 谱 密度 ), 它 可 以 决定 函数 /2) 的 能 量 分 布 
规律 ,将 它 对 所 有 频率 积分 就 得 到 /C0) 的 总 能 量 | OTa. 
利用 能 量 积分 还 可 以 计算 某 些 积分 的 值 。 


例 7.10 求 | эш, 


解 лој 


Fw = | ар = 


= sint T 
* eosar — isinar )dt = 


| 
Ë Scosordt = 


Ë TCsin (1+9) + віп (1 — w)t]dt = 
Е 1о1<1 
о, (其 他 ) 


由 帕 塞 瓦尔 等 式 有 
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in ‚ше А -Lf SE 
É dr =ә-| | F) Pd 一 于 | do = x 


7.3.2 卷 积 与 卷 积 定理 
定义 7.2 RAOS 万 (0 在 (一 ce, 十 co) 内 有 定义 。 若 | oG Ddr Нев: 


Bi 收敛 , 则 它 定义 了 一 个 自 变量 为 + 的 函数 , 称 此 函数 为 户 (z) 与 У СОВО бау A) + 
fa), Bp 


ла x Ао) = лола-ов (7.16) 
卷 积 满 足下 列 运 算 规则 : 
交换 律 fiQ) ж f= к р) 
结合 律 万 (CDx[PCD* 太 (DO] 一 [PCD* б] + f, G) 
分 配 律 AD LADHA DJE fi D * fD HA а) * уа) 
| ро, <o _0, < N 
яти ало" Боло, ,0 RAOS лове. 


解 ”首先 将 Л ст). /;с— r) 08 ЖКН ЖОШ 7 - 5) НЕЮ К o 的 区 
间 为 [0, 引 所 以 


ла) x fst = E f.G)f,G— de = 
етае ef ear = 


本 人 一 一 


从 上 面 例子 可 以 看 出 ,采用 图 解 方法 容易 确定 积分 区 域 。 


О) 


7-5 у, (т) у, (с— т) 


定理 7.2( 卷 积 定理 ) ШЛО ,万 (0 都 满足 傅 氏 积分 定理 中 的 条 件 , 且 子 [ 户 (0] 一 
F, Cw), F [fa GO J= F, Со), 
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Зло * f, GO] = F,(e) + Е, (e) 
FLF, Cw) + Е, (0)] = fi (G) ж f, G) 
证 按 傅 氏 变换 定义 ,有 


FURO * fa] = [mw * fD Je™ dt = 


(7.17) 


іа [ лола- odr Je™ = 
JOJA Dfa- оен = 
Erom [ло -Dem dr Jdr = 
F, (w) » F; (w) 


即 两 个 函数 卷 积 的 传 氏 变换 等 于 这 两 个 函数 传 氏 变换 的 乘积 。 
同 理 ,可 得 


FLAO + f(D] = BF) # Fa (w) (1.18) 
利用 卷 积 定理 可 以 把 卷 积 变 为 乘积 运算 ,还 可 以 简化 某 此 函数 的 傅 氏 变换 。 
7.3.3 相关 函数 


卷 积 和 相关 函数 都 是 分 析 线 性 系统 的 重要 工具 。 
定义 7.3 ”对 于 两 个 不 同 函数 A), f0) , 则 积分 
[nona oa 
称 为 两 个 函数 у сой 广 (2) 的 互相 关 函 数 ,用 R's 表示 , 即 
Кб) = /fdt Dd (7.19) 
ME Ra © = | a+ fd 
щл =н. 
[Effet Da 
称 为 函数 f(2) 的 自 相关 函 数 ( 或 相关 函数 ) ,用 R(r) 表 示 , 即 
RO) = 站 more+od (7.20) 
显然 , 自 相关 函数 是 偶 函 数 , 即 КС т) = КО). 
关于 互相 关 函 数 有 


Ra (0) = КС т) 
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一 一 
从 定义 7.4 知 互相 关 与 卷 积 是 两 种 不 同 的 运算 ,但 若 将 式 (7. 19) 中 变量 + 和 7 互 换 , 有 
ко 一 站 foPd+odr= 


三 f.) felt С r)Jdr = 


[站 rcopru-odr= 


ЛС) ж fsGt) 
特别 地 ,车 (7?) 为 偶 函 数 时 , 卷 积 等 同 于 互相 关 函 数 。 
接 下 来 讨论 相关 函数 与 能 量 谱 密度 的 关系 。 
假设 00 = Fo ,PCD=Ft 十 rz) 且 Fo)=9[7(GD)], 应 用 乘积 定理 及 位 移 性 质 ,有 


[Awa = ушоуа+ой = 
э], FOF wede = 


К рн 2e dw = 
玩 ГЕС) le do = 


э], seoe=ae 
m 


Rn = 去 | seoeae 


所 以 S(w) = RCDewdr 。 由 此 可 见 , 自 相关 函数 R( 和 能 量 谱 密度 S(w) 构 成 了 一 个 全 
氏 变换 对 。 
由 ROR S(w) 的 偶 函 数 性 质 ,有 


Кох) = 去 [scoeoserdo (7.21) 
=). 


500) = [коо совотаг 

特别 地 , 当 r=0 时 , 即 得 帕 塞 瓦尔 等 式 。 

设 Fi(w)=ZF[f1(2)],F;(w)=ZF[f;(1)], 由 乘积 定理 

Re) = ГЃлола+ оё = 去 六 FOF; (w) do 

称 Solo) =F С) F; С) EERE, H, EA n f X: SS 8k ti R TRER, E 
有 性 质 Sa (0) =S о), 

例 7.12 如 图 7-6 т, щ r220 BÍ, fO faH 的 区 间 为 [0, 十 ce), 所 以 

。139。 


复 变 函数 与 积分 变换 


ко) = | ушоуа+ой = | erered = 


te к 


28 


sal к 


二 2 外 


sO 


oy 


OO 
(220) 上 


图 7-6 例 7.12 图 形 
当 r<0 时 ,积分 区 间 为 [一 r, 十 co), 则 
ROD = [noa + ой = Гента = 
1а |у е^ ' 
(| )= = S 
综 上 , 当 一 ceo 一 r 一 十 co 时 , 自 相关 函数 
RO = уу" 
能 量 谱 密 度 为 
sw = [коде = 站” e” cosardr = 
je KE AD. 
P В+а PHa 
最 后 需要 指出 的 是 ,除了 象 函数 的 积分 性 质 之 外 ,广义 傅 氏 变换 其 他 性 质 同 古典 意义 下 傅 


氏 变换 性 质 形式 上 均 相 同 。 
例 7.13 27/6) ]= ЕС), ПЕВ 


F [| гоаг= КО + пЕ(о)д(ш) 
证 “由 前 面 介绍 的 积分 性 质 知 , 当 g0 = To 满足 傅 氏 积分 定理 条 件 时 ,有 


F П. гоа) Fw) 
当 g(b) 为 一 般 情 况 下 时 ,注意 到 
fO) *u() = [ roua- par = Г. fear = gD) 
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利用 卷 积 定理 ,有 
Fie] = ЯГ) ж 000) = $[fG)]+ Fiu] = 


Feo) [ito] 
由 于 6(e) 除 w=0 外 均 为 零 ,所 以 
Flg] = Еш) +ECO) 
特别 地 , 当 5(0) 在 (一 =, 十 cc) 上 绝对 可 积 时 ,可 以 证 明 lim к) =0, 8 |” лодае = 0。 这 
时 有 
FO) = limF(w) = limf /Wed = 
j lim[7(Oe Jdt = Гоо =o 
这 时 所 得 结果 就 与 前 面 的 积分 性 质 相 一 致 
7.3.4 综合 举例 及 傅 氏 变换 的 应 用 


例 7.14 已 知 | е^ VE R ое 的 傅 氏 变换 。 
解 由 傅 氏 变换 的 定义 
Fe) = #170) = |” aya: 


则 
F(2w) = 三: бен е Гене dt 
令 z=t 十 iw, 得 
Foo) = | etde = er lim ета 


这 是 一 个 复 变 函数 的 积分 , 取 如 图 7 - 7 所 示 的 闭 曲 线 С=С, +С, +С, +C, A 


j еа = Í edz =o 

š азан 

因为 当 B-= 十 co 时 ,有 

[ Гента = e Гену о 


同 理 有 |e dz -~ 008 一 十 co 时 ). 又 由 已 知 条 件 知 , 当 有 -十 cc 时 ， 


2 в 2 
| e а= | e“ dr ут 
c, -a 


41+ 


复 变 函 数 与 积分 变 接 


гач 
所 以 
lim | e*dz+Vt=0 
в) с, 
即 


А 
lim e“ dz =— x 
Bet) Brin 


因此 Е(0) =е "у, F e ]=Е(®)=/те-”^*„ 
017.15 WEA 
2 а +2 
х). а +4 
证 $ f= cost, HAERERE 


Fw) = Ff] = [Eroma m 


cosatdw = е" cost 


| е!“ coste™ = 


| e™coste™ dw + f e'coste™ dt 
对 上 式 第 二 个 积分 作 变 量 代 换 4, = 一 :, 有 


Flw) = 站 :eeserda+ 站 二 сове 9н ад = 
° ° 


E еи) созге" дг +Í ereu(Deostev dt 
设 有 (1) 二 eT'u(t)cost, 则 由 式 (7.18), 有 


Еш) = FURO] = 7 еа] * F [cos] = 


LCR 
гт В тат +1 0 000—1 dr = 
1 1 1 
[тїшкї trres=5]= 

1+ 
CHiozTi 


又 因为 F(e)=F,(e)+F,(e)=2ReF,(@)=2 ZE F(w) 求 傅 氏 逆 变 换 , 有 


скот аа ныс 
1( а +2 
т) w +4 


(coswt + i sinwt)dw = 
2142 +. 


ят Asira 


гра +2 
к) аа 


2” 2 оводо = «ча cost А 

к). w FA P š 
jS ИИ N Et X tm phu DR КВЛ у E. 
例 7.16 RRA ис) 09 RLC 电路 (图 7-8) 的 电流 ， £ 


其 中 ,L 是 电感 ,R 是 电阻 ,C 是 电容 。 


解 设 i(D) 为 电路 在 1 时 刻 的 电流 ,由 克 希 震 夫 定律 ,得 miss тюн» 


LD воа] Ode = wo 


coswtdw = f(t) 
Bp 


两 端 同时 对 +t 求 导 , 有 
г рка 1) = wO 
i wF А Ини е 
—1%°1() + R(ie) Iw) +I) = iwU(w) 


即 
Ia) — Uw 
Riw+ — Lat 
再 求 傅 氏 逆 变 换 , 得 


0 = F” [Cay] = xÉ UDT gu 
Riw +E- Lat 


此 外 ,利用 傅 氏 变换 ,还 可 以 给 出 一 些 电路 的 频率 特性 。 
例如 ,对 于 例 7. 17 中 的 RLC 串联 电路 ,由 于 


чш) = Ri i) = cg, uD =1,%2 


同 U,I 分 别 表示 电压 u(t) ,电流 ii 的 傅 氏 变换 ,由 傅 氏 变换 的 性 质 ,有 
U=RI, I=iQU, U = Шә 


得 复 阻抗 


对 于 串联 电路 ,由 于 
биз. 


复 变 函数 与 积分 变 接 
›ъ›»ъ» n nM, — 9x9 OTO 


U =U, +U, = Z¿L+Z,L = Z,I+ Z,I = ZI 
wz- Z, +Z, 是 此 电路 的 等 效 复 阻抗 ;对 于 并 联 电路 ,由 于 
A i 31 
т=һ+һ = + = (Z +Z) 


A U: 
2520-7 


则 2Z= 5-жана шй. 
对 于 例 7.17 中 的 RLC 串联 电路 ,其 总 复 阻 抗 为 
Z= Ze + Zi + Ze = R+ ilo 1. 
以 UA Us 分 别 表示 输入 电压 u, (0 和 输出 电压 us (1 的 傅 氏 变换 , 则 
U, = ZI = [R+ idw- О 


=R+ide— QO) 


Us = 201 = 志 ! 


因而 得 RLC 串联 电路 的 频率 特性 
Us _ 21 _ Zc _ 1 А, 
U. ZI Z 1—ICot +iRCo 
VU 


x RCw |0, 当 1 一 LCwz>>0 时 
其 中 ,9 一 arctg үт t ЕОНИ 


习题 7 


1. R fU) = |sint| 的 离散 频谱 和 它 的 传 里 叶 级 数 的 复 指 数 形式 。 
2. 试 证 : 若 /2) 满 足 傅 氏 积分 定理 的 条 件 , 则 有 
fo = [aoeosotdo 二 站 swsinwrdo 


(w) = 1f (Cr)cosardr 
а =! os: 


blw) = LST fosinardr 
3. 求 下 列 函数 的 傅 氏 变换 。 


A， КА 
(GD хорин уо) = |9 үз аш au 
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| 
D у= 1-2, lesi 
9 (0, Пра! 
4. 求 下 列 函数 的 傅 氏 积分 。 
0, 1<0 
sgos e'sin2t, t>0 
—1, —1<и<о 
(2) f(2)=41, 0 和 :一 1 
о, ”其 他 
5. 求 下 列 函 数 的 傅 氏 变换 ,并 证 明 下 列 积分 结果 。 
D f(D) = A e> oaf Вабо = z A 
sint, |t| <x 
D SOS o, h> EM 


к. 
[7 sinezsinet L, — тэт” l: I< x 
° 1— a ы 


6. 求 图 (7 - 9) 所 示 的 两 个 函数 的 频谱 。 


fO 


-27 т lo т > t 


图 7-9 习题 6 的 函数 图 形 
7. WEH: F [=F ,其 中 ,8(t) 为 一 实 函数 , 则 
F [cos 600) = FLF) + Fo] 


F [sin р] = 180) _ FC) 


HP FOC oy FO o 80 38 86 88 8 , 
8. 求 下 列 函数 的 傅 氏 变换 。 
(1) 00) =costsint; (2) f0) =sint; 


(3) 0) = luHat HHOH] 
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复 变 函数 与 积分 变 接 
==*=—— 


D CD 一 sin(5t 十 于 )。 


9. 已 知 F(w) 一 x[6(o 十 oo) 十 S(o 一 wm) 为 函数 СВК, С). 
10. 利用 伟 氏 变换 的 性 质 求 下 列 函 数 的 伟 氏 变换 。 


A) fA) =E90Gt—t); (2) fGO =tult); 
(3) (0—2) /(—2D); (4) (2t 一 5) 。 
“1 和 
1 = сов не Га 
о. о [` піну 
a) 
(3) ka к a [` (: 1 一 sostj ar, 
12. 求 下 列 函 数 / с) 5 со. 
‚ t<0 0, t<0 
а) л®=(ү 0" ло, уо! 


(2) АС) = (0), 5. 0) ейи); 

(3) fi) =e ult), f, (0) =sintu(0) , 

13. 求 下 列 函 数 的 傅 氏 变换 。 

(1) f(2)=sinwt • ult); (2) f= etul); 
(3) УС) =e Mu(t)sinwt (820). 
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3834 拉 普 拉 斯 变换 


拉 普 拉 斯 变换 在 电学 .力学 以 及 控制 学 等 众多 工程 技术 与 科学 邻 域 中 有 着 广泛 的 应 用 。 
本 章 首 先 介绍 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 及 其 性 质 ,然后 讨论 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 计算 问题 。 


8.1 拉 氏 变换 的 概念 


8.1.1 拉 氏 变换 的 定义 


从 第 7 章 知 道 , 一 个 函数 除 满 足 狄 利克 雷 条 件 之 外 ,还 要 在 (一 c ,十 cp) 上 绝对 可 积 , 才 可 
以 进行 古典 意义 下 的 侍 氏 变换 。 引 入 6- 函数 之 后 , 伟 氏 变 换 的 适用 范围 拓宽 了 ;但 是 对 某 些 
函数 ,例如 指数 级 增长 的 函数 仍 无 能 为 力 。 另 外 ,在 物理 、 无 线 电 技 术 和 线性 控制 等 实际 应 用 
中 ,许多 以 时 间 : 为 自 变量 的 函数 往往 在 :一 0 时 没有 意义 ;而 进行 传 氏 变换 的 函数 必须 在 整 
个 实 轴 上 有 意义 ,这 些 都 限制 了 傅 氏 变换 的 进一步 应 用 。 

那么 能 否 对 任意 一 个 函数 g(t) 进行 适当 的 改造 ,使 其 满足 在 古典 意义 下 的 傅 氏 变换 呢 ? 

首先 将 p(t) 乘 以 单位 阶 路 函数 ис) ,这 样 得 到 的 函数 рб) u(t) 在 :<0 时 就 等 于 0。 接 下 
来 考虑 (0) 不 绝对 可 积 的 问题 。 由 于 指数 衰减 函数 e (8B>0) 具 有 当 :一 十 co 时 减 小 得 很 快 
的 特点 ,自然 想到 用 e-A(B> 0) 乘 以 g(t)ul1) ,这 样 就 有 可 能 使 函数 8(t)u(t)e*(pB>0) 满 足 
傅 氏 积分 定理 的 条 件 , 对 其 进行 传 氏 变换 ,有 


FUDD] = [T oouo ена = 


[лоса = |е Раде" аг 
JtrB,s=B+ie, 700) = фб) а), WERK 
F6) = [Troe “ч 


MJ F(s) 是 由 F(z) 经 过 一 种 新 的 变换 得 到 的 复 变 函 数 ,这 种 变换 称 为 拉 普 拉 斯 变换 。 
定义 8.1 Ш ЛЕ :二 0 上 有 定义 , 若 对 于 复 参数 =B+io 积分 ,有 


ЕО) 一 [ "fede (8.1) 
Я 


在 复 平面 * 的 某 一 域内 收敛 , 则 称 F(s) 为 f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 (简称 拉 氏 变换 ), 记 为 
F(s) = 3 [ fG)] 
相应 地 , 称 fO 3; F(s) 的 拉 普 拉 斯 着 变换 (简称 拉 氏 逆 变换 ), 记 为 
f(D =F LF] 
有 时 也 称 FOS РОЛЯ Аа. 
可 见 函 数 f(4) 的 拉 氏 变换 就 是 /(1)u(t)e “(B80) 的 仁 氏 变换 。 


复 变 函数 与 积分 变换 


w 


例 8.1 Же 为 复 常数 ) 的 拉 氏 变换 。 
解 9 аа, +ia,s=B+iwo(8>a), 则 当 上 ~ 十 cc 时 ,有 


ee ee 0 
于 是 由 拉 氏 变换 的 定义 ,得 
Fie] = F .e™dt = =l Ж = 
= (Вез> Кеа) 


特别 地 , 令 a 二 0, 则 有 
901] = #1000) = #[se] = 1, (Res>0) 


例 8.2 REZEK /(1)=sinat(a 为 复 常数 ) 的 拉 氏 变换 。 
M ”由 拉 氏 变换 的 定义 ,有 


S [sinar] = [sing єй = 
Ц 


上 式 右 端 第 一 个 积分 在 Ке s>Re а= —Im a 时 收敛 ,第 二 个 积分 在 Re s>Im а 时 收敛 ,所 以 


нат» Жм бы a. 
# [sina] = z(a кы)” z£ (Re s >| Ima |) 


同 理 有 


F [cosa] = (Re s>| Ima |) 


N ma 
GET 
8.1.2 拉 氏 变换 的 存在 定理 


从 上 面 例子 可 以 看 出 ,虽然 拉 氏 变换 存在 的 条 件 比 傅 氏 变换 存在 的 条 件 要 弱 一 些 ,但 是 对 
一 个 函数 作 拉 氏 变 换 还 是 要 求 有 一 定 条 件 的 。 那么, 这些 条 件 是 什么 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 
这 个 问题 。 


定理 8.1( 拉 氏 变换 存在 定理 ) 设 函数 ОЕ. 
O) HE 20 的 任 一 有 限 区 间 上 分 段 连续 ; 
(2) 当 (一 十 co 时 ,J(z) 的 增长 速度 不 超过 某 一 指数 函数 , 即 存在 常数 M>0 及 >o, 
| fG) |< Ме", (0 < t <+ оо) 
成 立 (其 中 心 称 为 f ОЮ E dR ЖО, И FCD 的 拉 氏 变换 FO = |” ford 在 半 平 面 
+ 148 + 


第 8 章 。 拉 普 拉 斯 变换 


Re * 盖 < 上 一 定 存 在 , 且 是 解析 的 。 

定理 证 明 从 略 。 有 兴趣 的 读者 请 参阅 文献 [6] 。 

对 于 拉 氏 变换 存在 定理 ,要 作 如 下 几 点 说 明 : 

O 拉 氏 变换 存在 定理 的 条 件 是 充分 的 ,但 不 是 必要 的 。 有 些 函 数 虽 然 不 满足 存在 定理 
的 条 件 , 但 其 拉 氏 变换 仍然 可 能 存在 。 

(2) 一 个 函数 的 增 大 是 指数 级 的 这 一 条 件 比 绝 对 可 积 条 件 要 弱 得 多 。 除 了 er ,te 这 类 函 
数 外 ,工程 技术 上 所 过 到 的 大 多 数 函数 都 满足 这 一 条 件 , 因 而 拉 氏 变换 的 应 用 更 加 广泛 。 

(3) 满足 拉 氏 变换 存在 定理 条 件 的 函数 /(1) 在 1=0 处 有 界 时 ,积分 了 [f(t)] = 


[лоста фат оз зо 不 会 影响 其 结果 。 但 是 ,假如 FCD E :=0 处 包含 了 脉冲 函 
数 时 ,因为 r f(De dt 天 0, 所 以 拉 氏 变换 的 积分 下 限 必须 明确 指出 是 07 还 是 0 ,这 时 , 拉 


氏 变换 的 定义 应 为 了 _[7(o] = |” foede, 为 方便 起 见 , 仍 写 为 原 米 的 形式 。 


例 8.3 求 单位 脉冲 函数 до) Ж д (1) 的 拉 氏 变换 。 
解 ” 由 拉 氏 变换 的 定义 ,有 


FWD] = | оета = [гей =1 
FED] = [Ta erd = | oeat = 


例 8.4 求 函 数 fi) 一 ee6(t) 一 Be-eu(),(B>0) 的 拉 氏 变换 。 
М 由 拉 氏 变换 的 定义 ,有 


ж/о] = [= уе = 
[сечо ао) еа = 


f Ë асет В ета Е 
° ° 


+ 


-oipe Ве" = 
кашы е5 ШЫ 
I ы + 
sp 5+8 
下 面 考虑 周期 函数 的 拉 氏 变换 。 


设 Fo 是 以 了 为 周期 的 函数 , 即 0+ = FD),(t>0), 且 在 一 个 周期 内 逐 段 连续 , 则 
g[F(DO] = Ë уед = iW 
ç pa 


биз. 


复 变 函数 与 积分 变换 
ee 


令 :二 r+kT, 那 么 
i z 
| учей = Í FHT) dr = 
Е ç 


т 
ет Í Уеа 
又 由 Ке s>0 h}, [е7 |<1, 1 


+= = 
PIN = Хет лоса = 
т = ° 


= 


т 
к f(De а 
° 


1 一 e 


于 是 


1 fr 
Жн] = 1 Laf soera 


8.2 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


8.2.1 拉 氏 变换 的 基本 性 质 


拉 氏 变换 具有 许多 基本 性 质 , 为 叙述 方便 ,在 下 面 的 性 质 中 ,假设 须要 进行 拉 氏 变换 的 函 
数 均 满足 拉 氏 变换 存在 定理 的 条 件 , 且 增长 指数 均 为 c。 

1. 线性 性 质 

设 a,B 为 常数 ,SF[f1(2)]=Fi(s),F[f;(1)]=Fi(s), 则 有 


F Cafi + ВР. 00) = aF [ 00) 87 LAW] | ws 
# [aF (5) + ЁЕ›(5)] = aF 1ТЕ, (s) ] +87 CF: (5)] ` 
即 函数 线性 组 合 的 拉 氏 变换 等 于 各 函数 拉 氏 变换 的 线性 组 合 。 
2. 微分 性 质 
设 F[f(0)]=F(s), 则 
FEF] = sF(s) — f(0) (8.3) 


证 由 于 Res>c 时 ,|/(De “|<Me %,# lim Се" 一 0, 于 是 由 拉 氏 变换 的 定义 
及 分 部 积分 法 得 


9170] = J Ге" = 


одет | ауе = 


° 
F) fO (Кез с) 
所 以 有 
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第 8 章 。 拉 普 拉 斯 变 接 


FEF] = sF(s) — 700) 
这 个 性 质 表明 一 个 函数 求 导 后 取 拉 氏 变 换 等 于 这 个 函数 的 拉 氏 变换 乘 以 复 参 变数 ;, 再 
减 去 函数 的 初 值 。 

一 般 的 ,有 

ГР Gy] = FF — m f(0) — m * f'(0) — ++ — fn (0) (8.4) 
例 8.5 利用 微分 性 质 求 了 [1"](m 为 正 整数 ) 。 
解 设 f(D)=", 则 f(D)=m!l,f(0)= 了 (0 "79 (0) =0, A 

#[m1] = Я су] = FLAO] 


вр 
FU] = EF [mn!] = (Кез > 0) 
推广 到 一 般 短 函数 (a 二 一 1) 的 情形 有 
Я] = Гаф 100/59, (Res>0) (8.5) 
其 中 ,Pa 十 1) 是 Gamma 函数 (zx) - (7 тета, (1> 0) Ет = 十 1 处 的 值 。 容 易 证 明 
函数 具有 如 下 的 推导 公式 (a 十 1) = агба), НЖАТ, ща 为 正 整数 时 ,有 FPCm 十 1) 一 
m!。 式 (8.5) 的 推导 比较 复杂 ,这 里 不 再 给 出 。 
由 拉 氏 变换 存在 定理 ,还 可 以 得 到 象 函数 的 微分 性 质 : 
若 9[F(O)]=F(G), 则 
Е'(з) = #[—1/)], Res>c (8.6) 
一 般 的 ,有 
FPO = Ff] Res>e (8.7) 
例 8.6 求 函 数 /(1)==tsinat 的 拉 氏 变换 。 


解 由 例 8.2 知 [sine] 一 二 二 ,由 拉 氏 变换 定义 有 


Finna] =- зу] cy 


dsla + ë 
同 理 可 得 
F [созо] = = 
3. 积分 性 质 
9 71700) )= ЕС), WA 
э [|а] Iro (8.8) 


证 o= [roya ma gO = f(D), 且 g(0) = 0, 利 用 微分 性 质 , 有 


+151, 
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F[g D] = sF [8000] — g(0) = sF [400] 
Bp 


F лов] LF) 


这 个 性 质 表明 ,一 个 函数 积分 后 取 拉 氏 变换 等 于 这 个 函数 的 拉 氏 变换 除 以 复 参数 so 
一 般 地 ,有 


F [| aef а соаг) Iro (8.9) 
LIe 


中 
此 外 ,由 拉 氏 变换 存在 定理 ,还 可 以 得 到 象 函 数 的 积分 性 质 ; 
车 FPF[f(0)]=F(s), 则 


[10 Гео (8.10) 
一 般 地 ,有 
s[#2]= [a f dse [еса (8.11) 


例 8.7 求 函数 rO 一 sim 的 拉 氏 变换 。 


„кї... 
“+1 


g [5] [° 1 a = x 
s[ i Jef = P -args 
ПЕРЕ s. 特 别 地 , 令 s = 0 可 得 重要 积分 公式 | Sar = Z. 


4. 相似 性 质 
设 多 [f(4)]=F(s), 则 对 任 一 常数 a0, 有 . 


Fifan] = 2F (二 ) (8.12) 


М BAF [sint]= ,由 拉 氏 变换 的 定义 ， 


证 由 拉 氏 变换 的 定义 ,有 
#[feat)] = [ушей = 


[ләсе (8) 


5. 位 移 性 质 
i $ [ f) ]= ЕС), 
再 [ef(D)] = Еа), (a 为 复 常数 ) (8.13) 
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证 由 拉 氏 变换 定义 ,有 
[еу] = š уде = 


[ушеш = вао 
这 个 性 质 表明 ,一 个 象 原 函数 乘 以 指数 函数 所 的 拉 氏 变换 等 于 其 象 函数 做 位 移 “ 。 
6. 延迟 性 质 
W #[f0)]=F0), WX TE RAE KM r, 有 
#[{а—о©ча—т)] = "ЕС (8.14) 
或 [е ЕС) ]= flt т) б-т) 
证 :由 拉 氏 变换 的 定义 ,有 


яра оаа 0] = (= а оша dt = 


[aDerd 
си, 
Ffa- rutt] = [лое = 


е afi feedu = 
e“F(s) 
函数 Сет) Бу УСОН, f ak А 20 开始 有 非 零 数值 ,而 f(1 一 中 u(t 一 r) 是 从 1=r 开 
始 有 非 零 数值 , 即 延迟 了 一 个 时 间 г, 
在 使 用 延迟 性 质 时 ,特别 要 注意 的 是 象 原 函数 的 完整 写法 ,这 时 /(t 一 上 ) 后 面 不 能 忽略 因 
#чеа—т), 
例 8.8 Ж Z[u(et+a)sin(et+ea)],(e@>0), 


解 EA ortal E] а(н Е A 
F [ulwt +a)sinlwt +a)] = F [sinwlt +5090 29] = 


F [sinat] = е су 
77. 初 值 定理 
СЛ] ЕС), Elim OFE MA 


limf) = limsF (s) (8.15) 
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РЕТ 5RIER 


700) = limsF (s) 
证 由 拉 氏 变换 的 微分 性 质 , 有 
FUF] = s [feo] /00› 
因为 limsF(s) 存 在 ,上 式 两 端 同 时 到 Re :一 十 cc 时 的 极限 ,有 


lim #[f'G)]= lim [sF(s) — /(0)] = 
А ка "шшр — f0) 

再 根据 拉 氏 变换 存在 定理 的 证 明 , 知 
FIFO] = im |” aye za: ë 


Г plim f (Wed = 0 
тз Сз) — 700) =0, ту) = 700) = ітзЕ С). 
可 以 证 明 , 初 值 六 (0) 总 是 指 当 t~~0+* 时 ус) Ей. 
这 个 性 质 说 明 函 数 OE :一 0 时 的 函数 值 可 以 通过 fO n br S Ah FORA s W s 


co 时 的 极限 值 而 得 到 , 它 建 立 了 函数 f(0) 在 坐标 原点 的 值 与 函数 sF(s) 的 无 穷 远 点 的 值 之 间 
的 关系 。 


`8. 终 值 定 理 
设 9[A(D)]=F(s), 且 sF(s) 的 所 有 奇 点 都 在 :平面 的 左 半 部 , 则 
lim f0) = limsF (s) ` (8.16) 
或 fCteoo)=limsF(s) 


证 由 拉 氏 变换 的 微分 性 质 , 有 
FIPO] = F6) — fO) 
两 边 同时 取 s—0 的 极限 ,得 
limF [f(D] = lim[sF (s) — 7000) = limsF (9) — f0) 
又 
limg С 0) = limf /' (Wedr = 
li limf ее = 


[roya = lim 700) — f(0) 
; Ке 
所 以 lim f(D — 70) =limsF() — 70) „ВД lim f(D 一 7 二 co) 一 imsFCD。 


这 个 性 质 表明 函数 OE 盖 ~ 十 cc 时 的 数值 ( 即 稳定 值 ) ,可 以 通过 F(z) 的 拉 氏 变换 乘 以 


取 зно 时 的 极限 值得 到 , 它 建立 了 函数 f(z) 在 无 穷 远 点 的 值 与 函数 sF(s) 在 原点 的 值 之 间 的 
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关系 。 

在 拉 氏 变换 的 应 用 中 ,往往 先 得 到 F(s) 再 去 求 РС). 。 但 有 时 不 需要 知道 f(+) 的 表达 式 ， 
而 是 只 需求 出 (OE t+ 1—0 时 的 值 ; 即 它 的 初 值 f(0) 和 终 值 f( 十 >) 即 可 ,这 两 个 
性 质 给 我 们 提供 了 方便 。 


例 8.9 EFLD] ROSH. 
解 ” 由 初 值 及 终 值 定理 ,有 


I 5 
fO) = limsF (з) = lim— =1 


/С+ oo) = limsF (s) = lim — =0 


5 十 a 
应 用 终 值 定理 时 要 注意 定理 条 件 是 否 满足 ,例如 ,F(s) = тїс B АРС AA s= i 
位 于 虚 轴 上 ,因此 不 能 对 这 个 函数 运用 终 值 定理 。 实 际 上 ,尽管 imsF(s) =limsz 午 10, 但 


Fo [za] sint lim sine 是 不 存在 的 。 
8.2.2 卷 积 与 卷 积 定理 


拉 氏 变换 的 卷 积 性 质 不 仅 可 用 来 求 出 某 些 函 数 的 拉 氏 逆 变 换 , 而 且 在 线性 系统 的 分 析 中 
起 着 重要 的 作用 。 
由 定义 7. 3 知 ,两 个 函数 的 卷 积 是 指 


ла яс) = [Глола-ов 
设 AOM f, GO 888 R <0 ВЧ, 00) = f, 00) =0, WJ 
ля = [лола-ов (8.17) 


上 式 即 为 拉 氏 变换 的 卷 积 ,可 见 这 里 的 卷 积 定义 同 傅 氏 变换 中 卷 积 定义 是 一 致 的 。 
例 8.10 ЖЖ f1(1)=t 和/f(1)=sint 的 卷 积 。 


解 ” 由 定义 
ТЕКЕ 
š 
тона — p |, -Í соз(2 — r)dr = 
Th 
t—sint 
卷 积 的 运算 满足 : 


D ЖФ ЛО р) = р) ж р 
° 155 ° 


复 变 函数 与 积分 变换 


D 结合 律 AO D A fG)]=[f,G) x fa] f, G) 
(3) ФА AO ж С ОВА ЈЕЛ) ж рО) ж уа) 
此 外 , 拉 氏 变换 的 卷 积 亦 有 |f1(2) OISID ДОЛЕ ИЕ Е атаа 53018 
定理 8.2( 卷 积 定理 ) 假设 户 (5) , 广 (1) 满 足 拉 氏 变换 存在 定理 的 条 件 , 且 也 [ 户 (0]= 
Е, (5) FLAD] Е, (5), f, с) * f(t) 的 拉 氏 变换 一 定 存在 , 且 
FUN) ж fzG0] = ЕС) + Fals) 
FLF, Cs) Е, 65)] = fi (D) * f, GO 
证 :容易 验证 / С) * f(z) 满足 拉 氏 变换 存在 定理 的 条 件 , 由 拉 氏 变换 定义 ， 


FAD 01 | Сло fed = 


(8. 18) 


P Плола-оа) еа 
这 个 累 次 积分 可 以 看 成 是 :一 r 平 面 上 区 域 D 内 (图 8- 
1 的 二 重 积分 ,交换 积分 顺序 ,得 


Яле е] = | Mo ha- ей] 
= t—r=u, W] 
ло ADI [ло fane du]de = 


ROST Aed = F; (s) + F(s) 


卷 积 定理 可 以 推广 到 ”个 函数 的 情形 。 
车 (0D Ck 二 1,2,…,n) 满 足 拉 氏 变换 存在 定理 的 条 件 , 且 ЯЛ С] Е, Ск) (k=1,2,…， 
n) WA 


图 8-1 定理 8.2 的 图 形 


Эл * fa) w === * fa] = F, (s) * Fils) F, C) 
利用 卷 积 定理 可 以 求 一 些 函数 的 逆 变 换 。 


В 
例 8.11 已 知 Fo =r Ж гч). 
=. S Sm. E ED 
ЕОс чунар Рт Де 
f) = F '[F(s)] = cost * cost = 
[ coszeostr— ae = + eost + соз(2т — Jar = 
е 
1 И 
2 9051 + sint) 


e 


s(s+a) 


нао m| 
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1 у 
т нту ЕДА 


э] В) же = 


ep ar Е 
А 


[еа 
; 


Lg es» Ju — b) 


8.3 # & š £ # 6 + f 


前 面 我 们 主要 讨论 了 由 已 知 函数 AORE HR АЖ F(s) 的 问题 ,但 是 在 实际 应 用 中 常常 
遇 到 相反 的 问题 , 即 已 知 象 函 数 F(s) 求 象 原 函数 /(:)。 利 用 拉 氏 变换 的 性 质 ,特别 是 卷 积 定 
理 可 以 解决 这 类 问题 。 另 外 , 查 表 ( 见 附录 2) 也 是 一 种 简单 有 效 的 方法 。 但 是 这 些 方法 的 使 
用 范围 必 竟 有 限 , 仅 车 它们 还 不 够 ,下 面 介绍 求 拉 氏 逆 变换 的 一 般 方 法 。 

由 拉 氏 变换 的 定义 知 ,函数 f(1) 的 拉 氏 变换 F(s) 一 F(B+iw) 就 是 f(t) u(t)e 的 傅 氏 变 
换 , 即 


РО) = F@+ ie) = froue ear 
因此 , 当 fue AW E W SFU E О КИЕВЕ RRR RIAR E SO ER eA 
SODE = 2 [T Duere ar] aw = 


Z| Fet шей, (>0) 
ЕРДЕ. ТИ eH 
нео 
0 = эң, FWerds, (1>0) (8.19) 


其 中 ,B<c,c 为 (4) 的 增长 指数 。 积 分 路 径 为 右 半 平 面 Re s>c 上 任意 一 条 直线 Re s=0. 
式 (8.19) 即 为 从 象 函 数 F(s) 求 象 原 函 数 的 一 般 公式 , 右 端 的 积分 称 为 拉 氏 反 演 积分 。 这 
一 个 复 变 函 数 的 积分 ,由 于 计算 复 变 函数 的 积分 通常 比较 困难 ,因而 考虑 用 留 数 方法 来 计 
я. 
定理 8.3 若 5 ,ss，…s, 是 函数 F(s) 的 所 有 奇 点 ,适当 选取 B 使 这 些 奇 点 全 在 Re s<B 的 
范围 内 , 且 当 一时,F(s) 一 0, 则 有 


2т1, 


Рова = УкегЕ де" а 


= 


+157. 
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уш = DResF(Ver rs], (> 0 (8.20) 
= 
üE fEEH 8-2 所 示 的 团 曲线 CL 十 Ce,Cr 为 Re s<B 
内 半径 为 R 的 半圆 弧 , 当 RR 充分 大 时 ,可 以 使 F(s) 的 所 有 奇 
点 都 在 C 内 。 又 F(s)e а озот, 外 也 解析 ,根据 
留 数 定理 有 
[Ее = 21У) Res[LFCs)e",s] 
“ 
即 


рү | Е = 
21: 。 “4з 一 OI 
AFO. в [Есе Уке Сее s3] 


由 第 5 章 的 若 当 引 理 知 , 当 >o 时 ， PIA shila 


Е(з)е“4з = 0 


Re+ Ch 


于 是 


э. Foerds = Уке коде" а]. а> 
由 上 面 定理 及 留 数 计算 方法 容易 得 到 ， 
推论 设 FCs) 为 有 理 分 式 函 数 ,FCs) = AC ДИР АС) ВСАА АСИК 
为 n,B(s) 的 次 数 为 m, 并 且 n<m。 又 假设 B(s) 的 零点 为 5,s;，… ,sh ,其 阶 数 分 别 为 Pipes 


көөр, ур, = т), 那么 在 (4) 的 连续 点 处 ,有 


т 


мо = У р 1 Di im дө 06-505 40), (>0) (8.21) 

例 8.13 求 ЕС) = тИ, 
解 这 里 Во) = 1,5—1 И—В АА, HARG. 20018 
f(D = 97 [= =] z бе 


Фе + = сом, 002,0) 


5 ож 
=" 


例 8.14 求 FC9) 一 -一 а. 
GCD 


解 这 里 ВС) =s(s—1)2,s=0,s=1 分 别 为 其 一 阶 和 二 阶 零点 ,由 公式 (8.21) 有 
• 158 • 


#8 HERRA 
а.а 


Wa 1 ко руе z 
so = 9 [a] нт, Stim sle D усте] 
1 
1+lim 22е 
1+eG—1D, (>0) 
Srta 
例 8.15 ЖЕРС) = тот гоу. 


解 В В0) =: (5-а?) ,5=0 为 其 二 阶 零点 ,s= 士 ai 为 其 一 阶 零点 ,由 公式 (8.21) 有 
so = 9 сара] 


sa 
а ауе + 


1 十 (te 一 e) = 


sada „ур (s+aida , _ 
limaga. Tam a Ce ab. = 
t gs. WA. АКЕ НИЕТ 

a Chara Z aA 


8.4 拉 氏 变换 的 应 用 


本 节 通 过 几 个 例子 说 明 拉 氏 变换 在 微分 方程 和 电路 上 的 应 用 。 
例 8.16 求解 微分 方程 
a” Ct) — 2z' (t) + 2200) = 2e'cost,z(0) = х'(0) = 0, 
M 令 X()=9[z(0)], 对 方程 两 端 同 时 作 拉 氏 变换 ,并 应 用 初始 条 件 , 有 


к. — 2—1) 
XOXO HXO = суут 


整理 得 


_ _ 266—1) 
ХОЧУ ҮР 


ЖЁН 


«®= xo] = a [ce] 


ее] #*°[(тгт)'] 


tef Eeri te'sint 

018.17 求 微分 方程 组 
YY (CD — ZG) +z'G) —y(t) = 
人 — ZG) —2y 0) + z(t) 
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ee 


满足 初始 条 件 
y0) = y'(0) = 0 
200) 一 并 (0) = 0 
的 解 。 
解 5 [zCGO)]=X(OG),#[yG)]=Y(O), ени к 并 应 用 初始 条 件 得 
SYO XO+ XOY =—1——® 
п 
27ү) ХО) — 2Y (s) + XC) 一 一 + 
整理 化 简 得 
-1 
хө = Че 
нр ДИР 
ү у су 
Ен 


ЯТ Үс) = Ç = Dr Bls. 14 知 
УС) = 1+te'—e 
X()= 二 ,有 两 个 二 阶 极点 :s 一 0,s 一 1, 所 以 


жы 
209 = lim [ee е gle] 
Жаш ye} 


加 [er 2 5-1. заа 


ml 


一 上 十 te' 
所 以 
[ 一 一 上 十 te 
учу = 1-е +te 
此 外 ,还 可 以 用 拉 氏 变换 处 理 一 些 电路 中 所 反映 出 的 微分 方程 问题 。 
例 8.18 设 RLC 串联 电路 接 上 电压 为 E 的 直流 电源 ,又 在 初始 时 刻 :一 0 的 电路 中 的 电 
流 ia 一 0, 电 容 С 上 没有 电量 即 ge 王 0, 求 电路 中 电流 并 0) 的 变化 规律 。 


解 BF Otu асо Е, д =0,ЗЕҢ # ик) КЕС, ш) = L ËP, 


ис) = Ею в +] 所 以 有 
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ч dio) у 1. "Ë 
Rio +L ËD 4 Lf iwode =E 


两 端 同时 作 拉 氏 变换 ,并 没 T 为 ;0 的 拉 氏 变换 , 则 有 


即 
E 1 aE 1 < 
L А-А) 


I= 
二 二 
$ti ta 


E 1 1 
LQ, = [= ==] 
其 中 ,= 一 a МЕЕ,» ааа ПНА А.А 是 代数 方程 + 
І. 
гето 的 两 个 根 。 


CD 当 a>, 即 R>2/ 匡 时 ,可 求 得 工 的 拉 氏 乾 变 换 为 


二 < 和 ПАУ 
i) = pa mt 020 


(2) 4 a—B, Вр R<2/EN a И ВА = ау а, = а 
i —a ,同样 可 得 


Кау АЕС Анты 
0 = го 009" ене 
—E etsinyf dt (>0) 
ПИГ ттд 
G) а-в 2, аў, А = —a Bf 
ге Е 1 КЕ ОЕ! 
= z 
LotR THt® 
求 其 拉 氏 逆 变 换 得 
#0) = te, а >0) 


1. 求 下 列 函 数 的 拉 氏 变换 。 
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(1) соз 


2* (2) e”, 

(5) соз?г; (6)shat。 
2. 求 下 列 函 数 的 拉 氏 变换 。 
3， 0<:<2 
(1) rofa, 2<:<4 

0, 124 


(3) f(D) =e“ +5000); 


(3) lel; 


复 变 函数 与 积分 变 接 


(4)sintcost; 


sint, 0<г<х 
(2) ға) = 


0, 1<0 R >n 


(4) f(1)=6(1)cost—u(t)sint, 


3. 求 下 列 各 图 所 示 函 数 F(z) 的 拉 氏 变换 。 


го 


f(D=sinlt] 


图 8-3 习题 3 中 函数 f(t) 的 图 形 


4. 求 下 列 函 数 的 拉 氏 变换 。 
A) #—Ш+1; 


(3) (0—1)е'; 


(5) віп(2— 2) 002—2); 
(7) и(1—е7'); 


(2) 1-ге 
(4) Lsinat 
2а + 


(6) e “cos4ts 


(8) (一 1D)[u(t 一 1) 一 uC 一 2)]。 


5. 利用 拉 氏 变换 的 微分 性 质 求 下 列 函 数 的 拉 氏 变换 。 


(1) f) = te ™sin2t; 


D fW = {е ssin2tdt 
А 


6. 利用 拉 氏 变换 的 积分 性 质 求 下 列 函 数 的 拉 氏 变换 。 


ainar 


(DFD= 
7. *rnmaeq. 
af ° Eaei 


(3) 区 сй, 
е 
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(2) [ «ыа, 
° t 


о [7 1 二 coste-dr; 
° 1 


з 
w š Eisin tar, 
° £ 


8. 求 下 列 函数 的 拉 氏 逆 变 换 。 
ыа, 

CD Еб) = gpa 
s+ 


e 
O FOGED GFE 


= 1 
(5) Еб) роуд» 


2 
(7) коз=!®ё^”, 


pes EPPO 
D Ро) GD’ 


(4) F(s)= 


PE ОАР 
(6) ЕС) терр 


(8) F(s)=In ® 


9. 求 下 列 函 数 在 区 间 [0, 十 ==) 上 的 卷 积 。 


A) 1x u(t)s 

(3) 2" +t" (m,n 为 正 整数 ); 

(5) sinat ж 8їпа!(азё&0); 

(7) u(t—a) * f a) (a>0); 

10. 利用 卷 积 定理 证 明 下 列 等 式 。 


DF [лов ]= ко, 


= + sinat, 


or larer] 5 


(2) гже; 

(4) sintx созі; 

(6) гж sht; 

(8) 200—а) * f), (a20), 


11°. ЖЕШЧҮ ЕЗ а 


+6 


а 
Шеттен М 


з 1 
O бузун 


1005+2) 
sGs+5) * 
_1_ 
з+1° 


(2) 


w 工 十 
H 


12, 利用 拉 氏 变换 及 其 逆 变 换 求 下 列 微分 方程 及 方程 组 的 解 。 
(D у-у +y=e,y(0)=y(0)=1; 
(2) y—3y'+3y'+y=1l,y(0)=y(0)=y"(0)=0; 


(3) у+у=да—1).у(0)=0; 
(4) y +3y'+2y=u(tr—1),y(0 


(5) y 一 > 一 4sint 十 5cos2t,y(0) 一 


0,y (0) 
1,y(0) 


2 


(6) y +45 +55 70) yO ci y (0)=c Ce yc: Ж): 
(7) у? +y” = соз, у(0)=у'(0)=у”(0)=0,у (0) 一 c,( 常 数 )， 


х'+х—у=е 

У +32—2у=2е 
y 22 = үа) 
у—#+=0 ` 


(8) | 


(9) | 


‚ х(0)=у(0)=1; 


у(0)=у'(0)=(0)=='(0)=0; 
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复 变 函 数 与 积分 变 接 


—— 
х'+у'=да—1) 

2z 十 次 一 2u(t 一 1D)” 
'+у'+х+у=0, zr(0)=y(0)=0, 


2 闻 一 次 一 z 十 ?一 sint， x’(0)=y (0)=—1; 
ї”—х+у+:=0 
(12) | 


(10) I x(0)=y(0)=y (0)=y (0)=0; 


ар | 


х+у'—у+=0, 200) =1,00) = 200) =2' (00) = (0) = 2/00) =0 
r+y+Z—z=0 
13. 求解 积分 方程 
fo) = a+ [sina әуе 
14. 设 有 如 图 (8 - 4) 所 示 的 RL 串联 电路 ,在 :=t。 时 ,将 电路 接 上 直流 电源 EE, 求 电 路 中 
的 电流 гс). 


图 8-4 习题 14 的 图 形 
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在 历史 上 , 复 变 函数 的 产生 和 发 展 与 应 用 紧密 相关 。 例 如 达 朗 贝尔 及 欧 拉 联 系 流体 力学 
导出 了 著名 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 ; 侍 可 夫 斯 基 应 用 复 变 函数 证 明了 关于 飞机 机 翼 升 力 的 公式 ,这 
一 结果 反 过 来 又 推动 了 复 变 函数 的 研究 。 复 变 函 数 的 发 展 还 和 电磁 学 、 热 学 ,弹性 力学 、 电 工 
和 通信 等 学 科 以 及 数学 中 的 其 他 分 支 联系 着 。 本 章 讲 述 解析 函数 对 平面 场 的 应 用 ,特别 是 对 
稳定 平面 流 场 及 静电 场 的 应 用 。 


91 用 复 变 函数 表示 平面 场 


通常 称 某 个 物理 场 是 稳定 的 ,其 意思 是 ,这 个 场 中 的 所 有 的 量 都 是 空间 坐标 的 函数 ,而 不 
依赖 于 时 间 变量 。 平 面向 量 场 指 的 是 一 种 特殊 的 空间 向 量 场 ,在 这 个 场 中 所 有 向 量 都 平行 于 
某 一 固定 的 平面 *, 而 且 在 任 一 垂直 于 s 的 直线 ! 上 的 所 有 点 处 , 场 向 量 都 相等 , 即 场 向 量 的 分 
布 是 完全 相同 的 。 因 此 ,研究 这 样 的 空间 场 , 只 要 在 平面 (或 者 任何 一 张 平行 于 * 的 平面 ) 上 
讨论 就 可 以 了 。 

选 定 平面 S 作 直角 坐标 系 Ozy, 则 场 内 每 一 具有 分 量 A, УА, ША =А +A, 就 
可 用 复数 

А = А, +іА, 
来 表示 。 由 于 场 中 的 点 可 用 复数 2 гіу 来 表示 ,所 以 平面 向 量 场 A 二 A,(zx,y)i+A,(zx,y) 
j 可 由 复 变 函 数 
А = AG) = A,(z,y) +iA,(z,y) 

来 表示 。 反 之 ,给 定 Ory 平面 上 区 域 D 内 一 个 复 变 函 数 也 二 u(x,y) 十 iv(x,y), 则 相当 于 在 
D 内 给 出 了 一 个 平面 向 量 场 

А = u(z,y)i+u(z,y)j 

例如 ,一 个 平面 稳定 流 场 ( 例 如 河水 的 表面 ) 

V=V (rz WitV, (ri 
可 用 复 变 函数 

V = V,(z,y) + iV,(z.y) 
来 表示 。 

又 如 ,在 垂直 于 均匀 带电 的 无 限 长 直 导 线 的 所 有 平面 上 ,电场 的 分 布 是 相同 的 ,因而 可 以 

取 其 中 某 一 个 平面 为 代表 , 当 作 平面 电场 来 研究 。 由 于 电场 强度 向 量 为 
Е = E.(r,Wit+E,(z,yj 
所 以 该 平面 向 量 场 也 可 以 用 一 个 复 变 函数 
E = E(z) = Е,(т,у) +iE,(z,y) 
来 表示 。 


复 变 函数 与 积分 变 搁 
— „— 


平面 向 量 场 与 复 变 函数 的 这 种 密切 关系 ,不 仅 说 明了 复 变 函数 有 着 明确 的 物理 意义 ,而 且 
可 以 利用 复 变 函数 的 方法 来 研究 平面 向 量 场 的 有 关 问 题 。 下 面 将 看 到 ,在 应 用 中 构造 无 源 无 
旋 的 平面 场 时 它 具 有 特别 重要 的 意义 。 


9.2 和 揽 变 函数 在 流体 力学 中 的 应 用 


本 节 仅 考虑 不 可 压缩 的 .密度 均匀 的 流体 的 平面 稳定 流动 。 所 谓 不 可 压缩 性 就 是 密度 不 
因 压 力 的 变化 而 改变 的 性 质 。 一 般 来 说 ,液体 是 不 可 压缩 的 ,当空 气 的 流速 不 超过 声速 (330 
m/s) 的 0.6 一 0. 8 倍 时 ,就 可 以 把 空气 视 为 不 可 压缩 的 流体 。 


9.2.1 流量 与 环 量 


设 D 是 平面 上 有 流体 流动 的 区 域 ,vv (г, у) 
十 iv,(x1y) 表 示 每 一 点 上 的 运动 速度 , 且 u =v, (r, 
у) ноу о, к, у) E t ЯК, 

在 区 域 D 内 任 取 一 条 简单 闭 曲 线 C, 它 的 内 部 
也 属于 区 域 D。 用 ds 表示 曲线 C 上 的 孤 长 元 素 , 取 
C 的 方向 为 当 沿 着 C 的 正 向 前 进 时 ,法 线 ”指定 的 
方向 总 是 指向 曲线 C 的 右 侧 (图 9 - 1)。 

fE ds 上任 取 一 点 P, 用 表示 点 P 处 速度 向 量 
， 在 这 点 的 法 线 上 的 投影 。 设 流体 的 密度 为 1 单位 ， 
则 单位 时 间 内 ,通过 元 素 d 流向 法 线 所 指定 的 那 一 А 
便 的 流量 等 于 wsds, 于 是 单位 时 间 内 流体 通过 曲线 W° 平 本 上 流体 流星 示意 图 
C 的 流量 


y 


N = [ vds oD 
Š 
由 于 
v. = u,cos(n,z) + 0усов(п,у) = 
i 一 = 0,9, г 
usin(r,y) — тусоз(тул) = 0, $X — о, S 


其 中 ,z 为 切线 方向 。 则 由 式 (9. 1) 知 
N = | vads = [ооа 
车 N>0, 则 表示 流体 经 过 C 流出 的 量 多 ; 若 N 一 0, 则 表示 流体 经 过 С 流 进 的 量 多 , 若 N 
二 0, 则 表示 流体 经 过 C 所 流 进 的 与 流出 的 量 正好 相等 。 
设 D 为 单 连通 区 域 。 如 果 在 C 的 内 部 区 域 G 中 , 即 没 有 喷 出 流体 的 泉源 ,也 没有 流入 流 


体 的 泉 汇 (今后 称 无 源 汇 ) ,那么 根据 流体 的 不 可 压缩 性 ,应 有 N= 二 0。 由 格林 公式 , 当 GCD 
166° 


第 9 章 解析 函数 在 平面 场 的 应 用 


时 ,有 


Əu, ‚дъ, 
N= [зе = f( = +z )чду = o (9.2) 


әх 
这 里 应 用 了 vv, 具有 连续 偏 导数 的 性 质 。 
GRAAD 内 任意 一 点 (zu,y ) 为 中 心 , 半 径 为 ~ 的 圆 , 则 


上 式 右边 称 为 流体 在 点 (zu,y) 的 散 度 或 发 散 量 , 记 作 div 
件 下 ,对 于 区 域 D 内 的 每 一 点 ,有 

К au | до, _ 

йу» = уе + е =0 (9.3) 


现在 讨论 流体 在 单位 时 间 内 沿 着 闭 曲 线 C 的 环 量 。 用 P. 表示 在 P 的 速度 向 量 v 在 点 P 
的 切线 上 的 投影 , 称 


ðv, 
下 十 下 。 因 此 ,在 无 源 汇 的 条 


r= | Pd 09.4) 
为 流体 在 单位 时 间 内 沿 着 闭 曲 线 C 的 环 量 。 由 于 
P, = weostr,z) 十 wsinrz) = w, SE + v, $ 
因此 由 式 (9. 3) 得 
r= | v.dz + vņ,dy 
同样 , 当 C 及 其 所 围 的 内 部 区 域 G 完全 含 于 区 域 D 内 时 ,由 格林 公式 
r= оо = [| (Fe — 90) вау (9.5) 
把 G 取 为 以 D 内 的 任意 一 点 (zu yy ) 为 中 心 , 半 径 为 + 的 图, 则 
йа Гу = (32 — 22) | 


monr lar Әу |з 
上 式 右边 称 为 流体 在 点 (zu ye) 处 的 族 度 或 族 转 量 , 记 作 rotv 一 3 一 和 。 若 在 点 (zivao) 处 ， 
rotu 天 0, 我 们 称 (zsvyw ) 为 一 个 渴 旋 。 因 此 ,在 无 涡 旋 的 条 件 下 ,对 于 万 内 每 -点 ,都 有 
того = = — 92-0 (9.6) 


于 是 ,对 于 无 源 汇 、 无 旋 的 不 可 压缩 流体 的 平面 稳定 流动 而 言 ,速度 向 量 v— v, + iu, 必须 
满足 条 件 式 (9. 3) 和 式 (9. 6)。 因 此 函数 o, 一 iu 的 实 部 与 虚 部 就 满足 C -R 方程 , 它 就 是 DD 内 
的 解析 函数 ,我 们 称 它 为 复 速度 。 
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9.2.2 平面 稳定 流动 的 复 势 及 应 用 


考虑 流体 流动 为 无 源 汇 和 无 旋 的 不 可 压缩 的 平面 稳定 流动 。 
由 式 (9.3) 和 式 (9.6) 知 ,一 wdz 十 wdy Жо, іт о, ду 分 别 是 函数 %(z,y),9(z,y) 的 全 
微分 , 即 
dó(z,y) 一 一 wdz 十 wdy (9.7) 
dp(z,y) = v,dz + u,dy (9.8) 
因此 ,在 曲线 %z,y) 一 Ci( 常 数 ) 上 ,有 
dz _ dy pd? 20 
э, v dz ~ v, 
这 说 明了 ,曲线 Ф.у) =C, 上 各 点 流体 流动 的 方向 , 即 流速 的 方向 正好 与 切线 的 方向 相同 ， 
Kpr HARR, Hry) 二 Ci 为 流 线 。 
类 似 地 ,在 曲线 g(x,y) = С. (常数 ) 上 ,有 
d? 0 
ёт o, 
这 说 明了 ,在 曲线 pr, y) =C 上 的 法 线 方向 与 流体 流动 的 方向 相 一 致 , 称 PCz,y) 为 等 势 函 
数 ( 或 等 位 函数 ),p(z,y) =C 为 等 势 线 (或 等 位 线 ) 。 
由 式 (9. 7) 和 式 (9.8) 可 知 流 函 数 %z,y) 与 势 函数 p(x,y) 满 足 如 下 方程 组 


ag_ oy ә 3 ў 
dr dy’ ду Эт 


这 是 函数 P(z,y),%z,y) 所 满足 的 C -有 方程 。 这 样 , 在 无 源 汇 和 无 旋 的 速度 场 中 , 势 函数 9 
(zy) 与 流 函数 VX,y) 是 一 对 共 思 调和 函数 。 根 据 2. 5 节 中 的 有 关 结论 知 复 变 函 数 


F = pay) + базу) (9.10) 
为 单 连通 区 域 D 内 的 解析 函数 , 称 它 为 刻 划 流体 在 D 内 流动 的 复 势 。 由 于 
LŒ = Ei = ivs (9.11) 
便 知 复 势 的 导数 广 (z) 是 复 速度 v, 一 iv,, 且 流速 
s= o, +i = FG (9.12) 


由 以 上 讨论 可 知 ,在 单 连通 区 域 D 内 给 定 一 个 无 源 汇 且 无 旋 的 平面 稳定 流动 ,那么 就 有 
一 个 解析 函数 ;即刻 划 流 体 在 D 内 流动 的 复 势 与 之 对 应 ;反之 ,给 定 一 个 在 单 连通 区 域 D 内 的 
解析 函数 ,就 可 以 决定 一 个 无 源 汇 及 无 旋 的 平面 稳定 流动 ,以 已 给 函数 作为 复 势 。 

如 果 DD 是 多 连通 区 域 ,并 且 在 D 的 每 一 单 连通 区 域内 ,流体 的 流动 为 无 源 汇 及 无 旋 的 , 那 
么 就 可 确定 与 之 对 应 的 复 势 。 但 在 整个 区 域 D 内 , 复 势 既 可 能 是 单 值 解析 函数 ,也 可 能 是 多 
值 解析 函数 。 


例 9.1 设 平面 稳定 流动 的 复 势 为 
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fG)=az, (a>0) 
求 复 速度 . 流 函 数 及 势 函数 ;等 势 线 及 流 线 。 
解 由 于 f(z)=a, 因 此 在 任意 点 的 复 速 
度 为 a。 此 外 ,因为 
J = az + iay 
所 以 流 函 数 为 ay, 流 线 为 平行 于 实 轴 的 直线 y 
三 C1; 势 函数 为 az, 等 势 线 为 平行 于 虚 轴 的 直 
Җх=С, 流体 以 等 速度 a 从 平面 左 方向 右 方 流 


动 (如 图 9-2), 
例 9.2 设 平面 稳定 流动 的 复 势 为 


мә = 
求 速度 、 流 函数 及 势 函数 ,等 势 线 及 流 线 。 
解 由 于 三 (一 一 点 ,因而 在 任 一 点 z 
0 的 速度 为 
T®=-5 


н rr RRA- T = C.B 5 


实 轴 相 切 于 原点 和 一 族 加 z + (+ e) = 
т 
46° 


BERA т В L 
У 


> $y = С, вр 


ЭННИ ЕЕ АНН А Cr — go): +y = 


ит. 这 时 流体 从 = 一 0 的 右 侧 流 进而 从 左 便 


流出 ,==0 可 看 成 是 由 极 相近 的 一 个 泉源 和 
一 个 泉 汇 所 合成 的 (图 9-3)。 
例 9.3 设 平面 稳定 流动 的 复 势 为 
f) = Lnz 
试 说 明 其 流动 状态 。 


图 9-3 例 9.2 的 图 形 
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Е 
э» = 


. 解 ”对 于 任 一 点 * 关 0, 广 (=) 一 二 。 因 而 在 任 一 点 <0 的 速度 是 


= 1 


流 函数 是 Argz, 流 线 为 直线 Argz 一 C。 

势 函数 是 In |z| ,等 势 线 是 圆 |z| =C. 

这 时 流体 从 <=0 向 各 方 流向 无 穷 远 ,zx 二 0 可 以 看 作 是 一 个 源 ,z= 二 = 可 以 看 作 是 一 个 汇 
( 9-4). 

如 果 考 虑 复 势 


we pas 


那么 它 的 流 线 及 等 势 线 恰好 分 别 是 w=Ln x 的 等 势 线 及 流 线 ,这 时 在 2—0 有 一 个 涡 旋 (图 
9-5)。 


图 9-4 例 9.3 图 形 图 9-5 例 9.3 图 形 


例 9.4 有 一 条 较 宽 的 河流 , 河 底 有 一 高 为 h 
的 河 堤 。 如 果 流 体 在 离 河 堤 很 远 处 的 流速 为 o. > 
0, 求 此 种 平面 稳定 流动 的 复 势 和 速度 分 布 。 

解 ” 取 与 河 堤 垂直 的 平面 作 z 平面 , 设 河床 底 
部 是 水 平 的 ,并 取 作 z 轴 , 河 堤 所 在 之 处 为 у 轴 的 
一 线段 。 由 于 河流 较 宽 , 故 可 把 此 流动 近似 地 看 成 
是 平面 稳定 流动 ,而 流动 区 域 D 是 上 半 平 面 Im = 
>0 去 掉 线段 BC : Re z=0,0<Im xz<h( 如 图 9 一 
6)。 区 域 D 是 单 连通 的 , 复 势 fH D 内 的 一 个 
解析 函数 ,D 的 边界 曲线 二 : ABCEF 是 流 线 , 所 以 


图 9-6 例 9.4 图 形 
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Im /(z) 二 a,a 为 常数 。 又 由 于 0.220 是 已 知 的 , 即 
lim ГС) = ve 


这 样 , 我 们 把 求 流体 流动 的 复 势 和 速度 分 布 转化 成 在 已 知 条 件 
Im f(z) =a,z € L, таго, = 0. 


FORAS РС) ЯЕ о0о) = С. 
为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 考虑 将 区 域 D 保 形 变换 到 上 半 平 面 G : Im 10220 的 保 形变 换 。 
由 例 6.9 知 这 个 变换 为 оу РАТ, 
注意 到 
do z 


= i lim — 
dz SZFE ома +! 


=1 
因此 


w= f(z) = ve + +b 
即 为 所 求 之 复 势 ,0 为 某 一 复 常数 ;而 速度 分 布 是 
vwa) = f Go) = —=— 
VEFK 
由 此 可 知 ,常数 5b 虽 未 确定 ,但 对 速度 分 布 是 没有 影响 的 。 因 此 在 讨论 类 似 问 题 时 ,人 们 常 略 
去 附加 的 常数 0。 
解析 函数 在 流体 力学 中 有 着 十 分 广泛 的 应 用 ,例如 机 事 断 面 的 绕 流 与 升力 计算 等 问题 , 限 
于 篇 幅 , 这 里 不 做 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 文 献 [3] 或 [8]。 


9.3 复 变 函数 企 静 电场 中 的 应 用 


我 们 知道 ,电荷 周围 的 空间 有 电力 作用 着 ,并 形成 一 个 区 域 ,而 区 域内 一 点 处 单位 电量 的 
正点 电荷 所 受到 的 力 叫 电场 强度 ,还 把 这 样 的 区 域 称 为 电场 。 如 果 表示 电场 强度 的 向 量 不 随 
时 间 的 变化 而 改变 ,那么 就 叫做 静电 场 。 又 若 在 垂直 于 某 一 固定 平面 的 每 一 条 直线 上 ,各 点 电 
场 强度 的 大 小 和 方向 都 是 相同 的 ,这 样 的 静电 场 就 称 为 平面 静电 场 。 

对 于 一 般 的 平面 静电 场 ,我 们 取 一 个 有 代表 性 的 平面 作为 = 平面 。 设 D 是 电场 中 的 一 个 
单 连通 区 域 , 如 果 在 D 内 每 一 点 ,电场 强度 

E= Е, +iE, 
的 散 度 
div E = 2E: 32 Б а = 0 (9.13) 
那么 就 称 区 域 D 内 是 无 源 的 。 以 C 表示 任 一 条 光滑 闭 曲线 ,G 是 由 C 所 围 成 的 有 界 区 域 , 且 
GCD, 由 格林 公式 


з. 


复 变 函 教 与 积分 变换 


ӘЕ, ‚ ӘЕ, = 
N = | — E.dz + E,dy -[( э + )drdy = 0 
上 式 表示 平面 静电 场 中 沿 闭 曲 线 C 的 电 通 量 。 由 此 可 知 ,在 区 域 D 内 可 确定 单 值 函数 
(х,у) = Í 一 Edz 十 Edy (9.14) 


这 里 z 是 D 内 一 固定 点 ,并 称 p(x,y) 二 9(z) 为 D 内 电场 的 力 函数 ,其 等 值 线 pr, y) =G 
数 ) 叫 电力 线 。 
又 在 区 域 D 内 每 一 点 ,电场 强度 下 的 旋 度 


mE = Е: 0 09.15) 
则 称 区 域 D 是 无 旋 的 ,由 格林 公式 
r= [вав = |Ë -7E Jazdy =0 
上 式 表示 平面 静电 场 沿 曲 线 C 所 作 的 功 。 由 上 式 知 , 在 区 域 D 内 可 确定 单 值 函数 
Kay) = [ E,dz + E,dy (9.16) 


这 里 z, € D, 并 称 ёс, у) = 90е) D 内 电场 的 电位 或 电热, 也 叫 势 函数 ,其 等 值 线 Key) = 
Cu (常数 ) 叫 做 等 元 线 。 
由 式 (9. 13) 与 式 (9. 15) 得 


ӘЕ, _ ICE) ӘЕ, __ aC E, 
х ду ° Əy ` az 


又 由 式 (9. 14) 和 式 (9. 16) 知 
92 =-Е, = $, F-E ——9# 
因此 ,在 上 述 条 件 下 的 单 连通 区 域 D 内 , 复 变 函数 
w= f(z) = фа) + i@(z) 
为 解析 函数 , 它 称 为 平面 静电 场 的 复 势 (或 复 电位 )。 注 意 :在 多 连通 区 域内 , 复 势 w= 二 f(z) 可 
能 是 一 多 值 函数 。 


由 于 o= Sei EE, iE, „ВД 


E = E, +iE, =—if'(z) (9.17) 
可 见 静电 场 的 复 势 与 平面 稳定 流 场 的 复 势 相差 一 个 因子 一 i。 由 式 (9. 17) 知 ,要 确定 一 个 静电 
场 ,只 要 求 出 它 的 复 势 就 可 以 了 。 
例 9.5 求 一 条 具有 电荷 密度 为 q 的 均匀 带电 的 无 限 长 直 导 线 工 所 产生 的 静电 场 的 复 
势 。 


解 ” 设 导线 工 在 原点 z= 二 0 处 垂直 于 < 平面 (如 图 9-7)。 在 L 上 距 原点 h 处 任 取 微 元 段 
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dh, 则 其 带电 量 为 gdh。 由 于 导线 为 无 限 长 ,因此 垂直 于 = 
平面 的 任何 直线 上 各 点 处 的 电场 强度 是 相同 的 。 又 由 于 导 
线 上 关于 < 平面 对 称 的 两 带电 微 元 段 所 产生 的 电场 强度 的 
垂直 分 量 相互 抵消 ,只 剩 下 与 = 平面 平行 的 分 量 。 因 此 它 
所 产生 的 静电 场 为 平面 场 。 

由 电学 中 库仑 定律 , 微 元 段 dh 在 点 = 处 产生 的 电场 强 
Ж dE 的 大 小 为 


=h 
l dE |= = 


RE r= || =V Fy Ж |dE| fE z PREBE 28 cost 
‚Жз. TIETEN < 的 电场 强度 |E| 就 是 1dEl 沿 上 的 积 мэ? 
分 , 即 


= [° yesostdh _ f? Styr — 24 
lEI [ий quy йез 


dt та _ r +h 
cost r r 
БЕЧУ 


向 与 向 量 z 的 方向 相同 ,其 单位 向 量 为 下 | ,所 以 电场 强度 下 的 表示 式 为 


在 上 式 的 推导 中 ,使 用 了 变换 A= rugi, H dh 一 ~ 


由 式 (9. 17) 得 


所 以 复 势 为 
fæ -下 Blaz = 一 2qi In z+C 


例 9.5 图 形 


。 由 于 向 量 E 的 方 


为 了 方便 ,在 上 式 中 取 常 数 C= 2qi ln zo。 二 0, 这 不 影响 电场 强度 EE。yp(z) = 24агв z 为 力 
函数 ,arg xz 二 a( 常 数 ) 表 示 电 力 线 。yz) 二 一 2qin |z| 为 势 函 数 ,|z| =b( 常 数 ) 表 示 等 势 线 。 

例 9.6 设 两 相 离 平行 金属 圆柱 上 的 电势 分 别 为 w 和 u; , 求 所 产生 的 静电 场 。 

Н 设 圆柱 较 长 ,它们 与 < 平面 的 截 线 是 两 个 贺 K, M K, asa 分 别 表示 K, , K, 的 
圆心 。 不 妨 设 K, 带 有 负电 ,K* 带 有 正 电 ,由 于 Ki K: 分 别 为 等 势 线 ,因此 所 求 K, 与 K, 间 


区 域 D 内 的 复 势 w 二 f(z) 应 满足 条 件 : 
Vi, 当 z€EK 


Im f(z) = Hz) = 
V,,4 z € K, 


Nta 


复 变 函数 与 积分 变换 
ж +я— 


并 记 У, =У, У, 为 电势 差 。 设 5b.5; H KK: WARA bb: 为 直径 作 一 圆 K, 与 a, Җа, 
的 联 线 相交 于 = ,zz 两 点 (如 图 9 -8)。 由 于 Aa zb VAa bz: A Aa; zb; CO Aa+by z+ ,因而 有 
[а а | * |z:—a |= |b а 1°, а аг | * 1а аг |= |b: —аг |* Bl zı ,zs 既是 圆周 K, 的 对 
称 点 ,又 是 圆周 K, 的 对 称 点 。 作 分 式 线性 变换 
r= === 
2-а 
EH z, 和 z 分 别 变 到 0 和 oo, 把 圆周 К,,К. 变 到 以 0,co 为 对 称 点 的 两 个 同心 圆周 С, .C,. 
š C, 和 Cs 的 半径 分 别 为 R, 和 RR 一 R:( 如 图 9 -9)。 这 样 就 把 求 D 内 的 复 势 w= 二 f(z) 转 


MIRISE G © КСС WNES о Ер =/(®=®Ё), нй шя 


VÄ EG 


Im Е = K w€ C, 


于 是 在 相差 一 个 复 常数 的 情况 下 ,此 复 势 为 
w= F(t) = ibln£ = ibln Ž 


a 
= = f 


图 9-8 例 9.6 的 图 形 图 9-9 例 9.6 的 图 形 


于 是 所 求 静 电场 的 电场 强度 为 
E=—if@ =—5(;—-;—_ ) 


a 174 • 


第 9 章 解析 函数 在 平面 场 的 应 用 


习题 9 
1. 已 知 下 列 各 函数 作为 复 势 的 平面 稳定 流动 , 求 其 速度 . 流 线 和 等 势 线 。 
(D ш (z 十 D2 D w=; 
O к= 17 (4) ш=,++. 


2. 设 平 面 静电 场 的 复 势 为 /(z) е, 
求 该 静电 场 的 等 势 线 和 电力 线 及 其 电场 强 
度 。 

з. 已 知 一 电场 的 电力 线 方程 为 


Ж АЧА — = 
arctg 3-р — arctg 277 = h 


试 求 其 等 势 线 方程 和 复 势 。 

4. 设 有 两 电极 垂直 于 = 平面 且 与 这 个 
平面 分 别 相交 于 半 直 线 Re r>a, Im z=0 
和 Re z< —a, Im е = 0, 两 极 的 电位 差 为 
2V。, 求 此 电场 的 复 势 。 


图 9-10 习题 4 图 形 
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习题 答案 与 提示 


习题 1 
8. 
25" 
G) 2+i; (4) 1—3i. 
3. (1) 一 1 一 cosx 十 i sinr 一 en 
1+ x 


а. 
(2) Yi eos y +i зіп 了 一 e 


3 2. 16 
1. (1) 8131: D 55+ 


(8) —1+iV3=2(cos 2 sin 29) =2еї", 


АРКЕ 
w T арт cosl sin11y 一 enw。 


122 3 4 12 
4. D Opp D rD ° 
6. (1) 一 1 (2) 2TH ‚(&в=о,1,2). 


10. (1) 实 轴 , 不 是 区 域 ， 
(2) 中 心 在 一 17/15, 半 径 为 8/15 的 圆周 的 外 部 区 域 (不 包括 圆周 本 身 ) ,是 无 界 的 多 
连通 域 ; 


(3) MAZA 及 其 围 成 的 区 域 ,是 有 界 的 单 连通 闭 区 域 ; 


(4) 双 曲 线 а-у =1 的 左边 分 支 的 内 部 ( 即 包括 焦点 z= 一 2 的 那 部 分 ) 区 域 ， 


是 无 界 的 单 连 通 域 ; 
(5) 圆 (z 一 2)* 十 (y 十 1)? = 9 的 外 部 区 域 (不 包括 圆周 本 身 在 内 ) ,是 无 界 的 多 连通 


域 。 
习题 2 
1 
L D +=, (2) v=—u; 
G) v=0; GQ) udt 
2 qe 


2. 4e WARIS АТО, 7) = ВИЗ 5 = REMAT О, 702) =o 
限 值 为 0。 故 当 -0 时 ,f(z) 的 极限 不 存在 。 


习题 答案 与 提示 


-一 一 
3. 取 *e 一 |J(zo)|, 利 用 函数 f(z) 在 z 的 连续 性 及 不 等 式 |f(zo)| 一 [f(z)1l<1f(z) 一 
зо) 1 <<e 即 证 。 
4. 应 用 不 等 式 |1f(z)| 一 |f(zo)1| 志 1f(z) 一 f(zo)1 即 知 。 
5. 由 于 ага z fE z =0 处 无 定义 ,从 而 不 连续 ; 设 5580, <0, ага з =m, 4 z 分别 从 
上 半 平 面 和 下 半 平 面 趋 于 zo。 时 ,arg z 的 极限 不 同 ,从 而 limarg z 不 存在 ,因此 在 z 不 连续 。 
6. (D 在 全 平面 上 可 导 , 导 数 为 n(z 一 1)"';(2) 在 一 士 1 处 可 导 , 导 数 为 C297163) 


在 * 产 一 爷 处 可 导 ,导数 为 ed 二 55;(4) 处 处 不 可 导 ;(5) ао 处 导数 为 0, 在 其 他 点 上 者 


没有 导数 。 


7. (1) 全 平面 ;(2) 除去 z=0 以 外 ;(3) 处 处 不 满足 ;(4) 在 直线 VZz 士 V3y>=0 Е. 
8. 由 函数 满足 C- R 条 件 , 推 出 f(z)==0。 


9. лсо = (94) ++(27)*. 


10. 证 明 当 且 仅 当 w,v 是 x,y 的 可 微 函数 时 , 它 就 是 0730) ,0 的 可 微 函 数 , 且 极 坐标 下 
的 C-R 条 件 与 直 坐标 系 下 的 C-R 条 件 等 价 。 

11. 用 =-ze RA f(z)/g(z) 的 分 子 分 母 , 令 z= 一 zo 取 极限 即 得 。 

12. n=/=—3,m=1。 


16. (1) e'(cosl+isin1); (2) In 5 一 i arctg ++ СЕ лі, (#=0, #1, +2, Эз 
O) етет “Чә Eceo De +o Hiin Dee]; 


(5) етю. ен Ck=0, 1,2,0); 


(6) ет. ею Gk=0,+1,+2,- 


17. (0) z=In (26) 0, 1,2,9 (2) z 一 i。 


习题 3 


K= 


D (01, 602; (3) G) 4.00 2+1, W) G) ai Gi) mi, 
З. (1) 0; (2) 0; (3) P (4) 4xi。 


4. 应 用 Cauchy 积分 定理 及 复 积分 计算 公式 。 
5. 0。 
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— 


6. (1) 0; D (3) 10rxi; 


(4) 34 b ЕЈР 88,a 在 外 部 时 ,积分 值 为 (一 1)" by 


当 a 在 圆周 内 部 ,6 在 外 部 时 ,积分 值 为 (一 DD"! sa 


当 a,b 均 在 圆周 内 部 或 均 在 圆周 外 部 时 ,积分 值 为 0。 
7. zo fE C, HABERI, I= zizo 在 С, 内 部 时 ,TI 一 sinzoizo 不 在 C, 也 不 在 C, 内 部 时 ,1 二 0。 
8. 2r( 一 6 十 13D 。 


191 _ z 
9. |А Гаа |? hesem x 0), = 
上 
当 1a1<p 时 ,| z= ogr 


1z—al 


dz 1 
Таен, LEl = е 


10. 由 | = Edz = if ее сов Csintd0— [essin Csinb)dg 和 柯 西 积分 公式 可 得 。 


п. yel tlel = ENR 应 用 高 阶 导数 公式 即 可 推出 结论 。 


12. 应 用 导数 公式 ,证明 f'(z)=0,V z€ D. 
13. eh A O +iv(r,0), 和 


гә = Za = 51; “Cu(r,b) 十 iu(r,b))eredg， 
l, а-а (z — a) Rr) o 
由 柯 西 积分 定理 
= | _ 1 í” . А 
= лдаа = зуу], абе, Hivo, Dea 
ОН ОЕ ЯП 广 (a) 的 表示 式 相 加 即 得 要 求 结果 。 
14。 注 意 到 7 在 全 平面 上 也 解析 ,应 用 刘 维 尔 定理 即 得 结论 。 
15. 对 任意 z€ D, 取 充分 大 的 正 数 尺 , 作 圆 下 : [t| 二 RR, 使 其 包含 曲线 C 和 点 = ,考虑 函数 
кина гес EMRI 


1 Oar- 
эы боа = fO 


зат Азн уш! (9 A at 的 值 , 即 得 所 求 结论 。 


1 
16. 98° 
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习题 答案 与 提示 


一 一 一 一 
17. (1) i —2+i; (2) 2—1), (3) ze"; 
(4) ADe іс, Дф сЗ. 
习题 4 


1. (1) 发 散 ; (2) 条 件 收敛 ; (3) 绝对 收敛 ， (4) 发 散 。 
2. (1) z=0,R=2; (02) z 一 0,R 一 coi (3) zo=i,R=1l; (4) z=0,R=e 


(5) am=LR= 二 ， (© am 一 0,R=1。 
3. (1) 对 т: биж. Sor (+1), |z] <1 
= 
0) - (2 &)($#)- - (2и ү)”, 1z1<1 


А 1 一 cos2z _ Ç КЕ чы 
G) sin'z = = = Zen ауте" 7< 


U) ek medh = es er ССВ + о р ра 


一 In (— 2 = $n (1—))* = 10 zy = 


ami 


tatt 
ОЕ? я 


a 


-f = = | == аб дЕ 
© arag = | 02 ааа а) 


pD Iz|<1 


à „аз, 
ул п 111. 
ьа) У) EZV, ра 11<2, 
a) У е С 0те) 0 ун, |а| ооу 
n! 


Б] 


(3) Xc E ла 1z—21<3; 


(4) DntDzt+D",1z+1l<1, 


5. D 1132 +. 


ЕБ 


D rtie the tlel 
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复 变 函数 与 积分 变换 


6. 由 |Re С, 1С, | EPE. 
т. Ма, = 79 — 1] EUa 出 发 ,估计 1a. |。 


п! 2riJ а, z" 
8. (02%; (2)4%. 
9. (1) тіп (т.п); (2)т+п#; (3) т>п{,т—п%., 
10. (1) ЖЕЕ; (2) 存在 ; G) 不 存在 。 


11. 例如 соз 1 一 :在 全 平面 上 除去 2—1 外 解析 , 且 有 无 穷 多 个 零点 =1— 


(п 
gtr 


为 整数 ) 。 
13. 应 用 习题 7 的 结论 ， la <Mr >К), г Боор ҢҢ k>n Ва, =0, МТ f(z) 


м. Q) 当 0<1z|<1 时 ， ztl =— Ю-ук 当 1<1z1< ~ 时 =+ = 


26 = 


16. 在 公式 (4.25) 中 , 取 厂 : | =1,# 5 一 所 ,然后 证 明 С, 的 积分 的 虚 部 为 零 。 
17. (1) z=0 为 一 级 极点 ,z= 一 4 为 二 级 极点 ,z 二 0 为 可 去 奇 点 ; 


O) = 一 姑 一 下 (4 一 0, 士 1, 士 2,…) 各 为 一 级 极点 ,z 一 为 极点 的 极限 点 ， 
(3) zx=(2k 十 1)xi(& 一 0, 士 1, 土 2,…) 各 为 一 阶 极 点 ,z 一 “为 极点 的 极限 点 ， 
(4) «=1 为 本 性 奇 点 ,z 二 oo 为 可 去 奇 点 ; 


(5) z=kr 为 一 级 极点 (为 整数 ) ,x 二 oo 为 极点 的 极限 点 ; 


(6) z==2kxi(k 为 整数 ) 是 一 级 极点 ,z= 二 1 是 本 性 奇 点 ,z 二 oo 是 极点 极限 点 ; 
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习题 答案 与 提示 


ТҮҮ] 


(7) =e * (&=0,1,--,n—1)3—%8R E 
(8) z=—i HEERA =i 为 一 级 极点 ,z 一 co 为 可 去 奇 点 。 
18. 当 mm 天 mn Bl ,z=a 为 1(z) 十 g(x) 的 极点 ,级 为 max[m,n) ; т=п 时,z 一 < 可 能 为 了 
(z) 十 g(z) 的 极点 ,级 全 m, 也 可 能 为 可 去 奇 点 ;z 二 a 为 1(z)g(z) 的 m 十 n BB SK 4 m2>n 时 ， 


z=a HEL тп. Ч m=n В.а 为 它 的 可 去 奇 点 , 当 m<n ВЕ, са 为 它 的 一 


Ж) 
m А. 
习题 5 
L (D 1, 一 1,0 
b b 
D аут вау" 
L-I WL- 
КИСТ унию! 
© CDU GEDI aF DLO UU GCD трт 


(6) Æ 2kri(k 一 0, 士 1, 士 2,…) 处 留 数 为 一 1。 
2. (1) 0; (xi (3)0; (4) m, 


(5) 34 |a|<|b|<1B3 0, 41<lal<ibl A 0; Щ|а|<1<|ь|{%5 


Lgi 2r(2n 一 2)1 i Р е-1 ЕМС 
соту шунт! ®© rifi sin 25|, (7) —4ni; (8) Ñ m>3 且 是 
= 2кі 
ан С С уро m ДИВНЕ Он, 5 0. 
з. (1) == (2) r Уа Б), 
А А 
‹з› = (4) >= 
2' 2⁄2. 
es) xcos2， (6) =, 
° ° 
4. D 901—693 (2) ра- #8). 
5. (1) 0; (2) п. 
6. 3, 
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复 变 函 数 与 积分 变换 


习题 6 


L а) PRRI RMT H z< 放大 ,|z|>1 缩小 ;(2) 伸缩 率 1 ,旋转 角 玉 ,将 Re 


220 放大 ,Re <0 缩小 ;(3) 伸缩 率 2VZ ,旋转 角 于 ,将 1z 十 2| > 二 放大 ,|= 十 21 一 于 缩小 。 


3. (1) Im w>1 (2) Im w>Re w; (3) |wtil>1,Imw<os 
(4) Re uw>o,lw 一 于 |> 半 ,Im w>0。 


_ xz 一 6i —i(z+1) 
4. D ш= y D ==, 


(3) ш= 1, w w=. 
z 


5. |с|=|41Н ad 一 bc 天 0。 
6. a,b,c,d 390, В ad 一 5c>0。 
z—i 


=+i° 


7. w= 一 
КЕР жал 
8. w=2i 1,6-2, 


PY e 
z+2° 


10. = RS) ,其 中 |a|<R,0 为 实数 。 


1. w=R2—2. 
az—p 
__2z—1 
12. w=, 
13. MEIR хаата ш<Ол-ЕВ, 
2 
М. w=- rra" 
_ I +1V: [е] 
15. (D w= (517), (2) w= 医治 


16. (1) w=— e; ,WI=D。 
17. 因 f(z) 在 |z|<1 内 解析 ,在 > 一 0 处 有 零点 ,从 而 在 |z|<<1 内 有 
f(z) = zp(z) 
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习题 答案 与 提示 


其 中 pg(z) 在 |z|<<1 内 解析 。 当 |z|<<r<1 时 ,由 最 大 模 原 理 

| gzl 
lzi r 

S reL Са) 1С KD АТТ АС) 1 = palel ,此 即 (1)。 


车 对 1z|<1 йж— ъй ЕЁ Сао = le l Dp = El 1, 这 意味 着 在 1z| 
<1 内 解析 的 函数 pC(z) 在 |z| 二 1 内 z 处 达到 最 大 值 。 由 最 大 模 原理 ,在 |=*| 一 1 内 , p(x) 三 C 
(常数 ), 且 |c| = 二 19(zo)|==1, 所 以 c=e*(9 为 实数 )。 因 此 在 |z| 二 1 内 ,7(z) 一 z9(z) 一 exz 。 


2 Еа 内 解析 ,把 |z|<1 映 为 |lw|<1, 且 (ae) 一 0。 它 的 反 函 数 


аф Сш) Е ао] < 内 解析 ,把 lw| 一 1 映 为 |z| 一 1, 且 px '(0) 二 a。 于 是 复合 函数 Еси) = 
Те! Сш) Elw 内 解析 ,1FC(0)|=f[g (0)]=f(a)=0, 当 |w|<<1 时 ,|F(w)|=|f 


Сет DIALL, h Schwarz 3I, |F) I< lwl Вр Go |< Jal, 


| plz) |< тах | p(z) |= тах = 
ГЕЯ и” 


|; 


18. o= g(z)= 


19°. 2=сһи, 


习题 7 
一 ч | ы 4—5 = ... 
1. А,=2|С,!= toi OTE), 
з. а) Fe = 40-е, 
Е 
(2) ра) = tino асови) 


ал 


— 2 [t> (S — о) созот + 2esinet |, 
4. (1) fe) = zf 人 do 


D fW = 2 (е пого, 
т), 


w 


S D Ро) = (2) F(w = 2 іты, 


в. CD ЕС) |= А |1—сов®©|; 
(2) Ax=2|C,|=h,A.=2|C.| =, по 219 n=1,2,.) 
„=?|с,|=һ,А,=?21С,| =L... z 2,9), 
8. (1) Ес) = 00020) 800—201, 


(0) Род) = [000-39 3000—19 +300041) 800-3), 
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复 变 函 数 与 积分 变换 


G) F(w) 一 cosao+eos 90, 
(4) Еш) = 516300005) + 603—080 5)). 


9. f(1)=coswt。 


10. (1) Еба) Еее; D Fee) ік соу: 
(3) Р (9) (9) w (5). 


1". (уял; DP OF (4) +: 


г ый psint 一 cost 十 ee 
12. (1) 1—е7'; (2) в“ е^); (3) TREE 


13, (1) Еш) = z+) 800+) ] 


= o СОННИ 
D Еб) = -gyt i баъ) 


w 
G) Р) = — o рай" 
习题 8 
45 1 1 $-a 
L тт Q) sa Op (4) саун 
s+2 
O уру}! (6) 2 (Re >Re o), 


2, D ЕС) 03—46 ее), 


Ф F(S)= м 
(3) = z 

з. (D ы O) Teh x. 

а. GD 去 [一 2 十 2] (2) 
(3) К w туру! 
© =: O сор ТЕ 
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习题 答案 与 提示 


Кинер S 
(7) 1, (8) тее (1), 
2 2 Foi үч 
s ар AGD, (ву 2C32 十 125 十 13) 
О газат" Ж“ [Го+з FAF” 
K s 1(ж_ +3 
6. (1) 5 аав s (2) (8 arctg E )- 
b 1 1 1 
7. Q) In з (2) тт 2; (3) а (4) q” 5。 
в. (1) sinan (2) ae be); 
a a—b 
c—a ~at Е 
(3) фае +[ = + 67 可 Д 
W ghlshat—sinat); — (5) Д. Ссоваг 1) евз 
о, 012 
(6) Тате аіди D у) = 全 КАКОС” 


св 201-0, 
9. Dts (O) els (B) тү nt ит Усан) te GD Brsints 


š 1 
(5) эрзпаг—-уїсоза (6) sht—t; 


0, <a бєл 
(7) 4 + (8) 
| re-oadr， 12а а-а), гра 


ns. 


‚/\ео)=0; 
(2) f(0)=10,f(00)=4; 
(3) f(0)=0,f(co)=0; 
(4) 500) =2, (оо) =1. 
12. (1) уб) =e, 


Е - 
D 500) =1 (ж ++1)е 
O) у) =u =De; 
PEE N E e l E E S 2, 
(4) у) =e-'—e +[ ete ++) р; 
(5) y0) = —2sint—cos2t; 
(6) уб) = fU) ж e sinz+-e 2 ГС, созе Світі), (С= 20. +C); 
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ЕЕ 5RIER 
эзи 


D y(D 一 一 1 十 十 生 2 十 去 e- 十 于 (cost 一 sinDi 


х0) =е 
‹8) | 
yG) =e 
(9) куйры aa 
z(t)=—cost* f(t) 
x(t)=u(t—1) 
(10) | 
y(t)=0 
I(t)=—sint 
(11) 
(urea 


кчз=®еһ CV50) 十 二 cosz 
аз | š 
y= =E eh W20) 十 于 cosz 


(13) fo =аа+8) 


(14) iD 一 站 [1 一 erw]。 


习题 9 


1. (1) v(z)=2(z 一 让, 流 线 为 z(y 十 1) =Ci ,等 势 线 为 一 (y 十 1)? 二 C;。 
(2) 0(2) 二 3z? WRA G — y y= ,等 势 线 为 (23у) =С,. 


= әр Oe кыс сы 
(3) о (ж) = сър W 线 为 [一 二 ia C， 等 势 线 为 


z'—y'+1 
С? ук): HAr y 
1 
D wz) 一 1 一 去 , 流 线 为 ?一 二 站 六 一 Ci FRA yara C 


2. 等 势 线 为 esiny 一 Ci ,电力 线 为 ecosy 二 C; ,电场 强度 为 E= 一 ersiny 一 iercosy。 
з. 等 势 线 方程 为 In ЕРТЕУ С f(x) 一 i In (2 多)。 


=G. 


2w Ме=а+/е+а_„, 
4. Ра) = ау ауа. 
Әта уара б 
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A k 
附录 1 工 6324 


REAR f(t) 一 8 [Fw)] RER FD =F] 
ло = | Fedw во = 六 foede 
1 | Жеми 
Е, <$ 
= 
` r 
o > 
2 | MAURREN 
eA, (>0 Ес) = = 
С (p>0) + 
fe о, 1<0 > Phi 
3 | 三 角形 脉冲 
(н) ео 
4A w 
iry е Ес) = 5 (1—cos 7) 
Oa (T: o< <+ 
r 
° ш> 
4 | 钟 形 脉冲 
/чу=Ае-*',‚ (p>0) No=A 
5 | Fourier 核 is jeza 
во | 
(as>0) 0. lol>m 
6 | 周期 性 脉冲 函数 ыз А 
ë Fw) = 2 уу (o-i) = 
ло = У) гат) = ш т г( T) 
1 2 отк 1+2 У) соз (Te) 
TITL See (T 为 周期 ) = 
7 | f(D = созом Flw) = x[a(o 十 mm) 十 ae 一 由) 
8 УСО = sineot Flw) =i Софа) —8(ш— в) ] 
9| MANKER 
f=) 
О) 


复 变 函数 与 积分 变换 


象 原 函 数 f(2) = 了 ~:[F(ow)] 


RER Ро) = 了 [7CD] 


п 


12 


13 


м 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


22 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


Дау=ша) 


f(D = аспа: 


f(D=u(Deosat 


PONOC 


f(D=u(t—Oe 


а) ае 


fse, (Ве а<0) 


单位 脉冲 函数 С = 


f=) 


fost w 


foy=am 0) 


S= 0) 


fo 


foy=: 


f(D=r 


fose 


osre 


Flw) Hri (w) 


F(e)=nl / Оа)" інд Cw) 


Flw) 


+ Fota ) 一 io 一 ao)] 


Fee) + lawta) +8(e—a)] 


Flw) 十 xi(o 一 ao) 


Есш) 


十 mi(o 一 o) 


Fee) 


шр” wa) 


一 2a 


Fl 


F(e)=1 

Еа) = ет 
F(w)=iw 

Flw) = бш)" 

Есш) = бате 
Есш) = 29800) 
Есш) = 2540 (ш) 
Flw) =2=is0 (ay 
Ра) =2нд(ш—а) 


Flw) =2=i"8(% (ш—а) 
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象 原 函 数 f(t) 一 了 LF] 


в 


RER Feo) = [су] 


29 


зо 


з1 


32 


33 


34 


35 


36 


37 


38 


39 


40 


41 


42 


43 


fD =t/ Са? tr) ,Rea<0 


0) =106а +t), Re а<0 


9) = tt) 
(4 为 实数 ,Re а<0) 
f(D = сов bt/ (a? +) 
Ф 为 实数 ,Re а<0) 
У = пы ба? +0) 
(b 为 实数 ,Re а<0) 


f(D=shat/chrt, (как) 


Уа) = а/с rt, (как) 


У) = зһ at/sh rt, - Скак) 


1 


Оут 


700) = віп аё, (a>0) 
f(D =сокаё, (а>0) 
01-а at, (a>0) 
EAR 
оен и, (a>0) 


fo 


fo 


Flw) іштен! /(2a) 


Flw) = — retl“ /a 


Flw) = — neti! Ja 


FEL nt] 


La | 


<. 
— s s 
асова 


—їна-рэһ-$- 


F(w)= 


а h 
2соз 了 ch A 
Воена 


Flw) =sina/(ch w 十 cosa) 


x(a 一 |wl/2)， lel|<2a 
0, le|>2a 


кә / (сът тат) 
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复 变 函数 与 积分 变 接 


e 
еж 
象 原 函数 с) =9 1Р0) RER FD =F Lf] 
“| лот Flo) = Vaz7Tol 
2 
45| оог Fozi 
46 | fo ， Rea>0 Рс) = /三 
47| у=, — G=0,1,2,-) F) = DHD «ws? 
48| лое, (a#0,Ł1, £2, Flw) = 一 2sin ST(etD wl- 
4| ло=тт Fw)=2rGD) 一 2lnlol 


50| pdsl, (п=1,2, 


Fee) 


1)"2(2n 一 D1 e 


f(D=F UF] FD =F [fW] 


-RER ло Ро) = We 


Sha? 
6 | cosat тг 
7 shat 
в | char 
9 tsinat ta 
10| созш 一 一 
1 | аһа тту 


‚тоо. 


зж 
f(D=$ UF] FO=F [f] 
-RER ло Fo = [усеш 
tchat 
А. с Гоната) 
msinat, (m>—1) 2 十 0“71 
А Б Гоп Она) іа) 
"созш, (т>—1) 500 Faleti 
GFO Fa 
s+b 
cosat GFO Fa 
+5) зіпс+асозс 
+)! +a? 
1 1 
sin”: (лн). 
Lí АЕР 
coste т(оу+ н) 
n" 2abs 
20 | sinatsinbe FaF Fa 
21| еен 
22| aet be" 
23 Tsinet—L sinbe Хаус +8) 
а [2 Сас +P) 
сова coste себер 
(+a (+P) 
1 1 
dosaD 25 
(at—sinat) КРС 6, 
яға) 
(laee a> po Єт 
ar (pë tcos a1) FGF 
ty i 1 
(етее a-i) тау 


52191. 


Е KRIER 


+ 


аж 
TOFI] FOFO] 
-RER ло FO = |7 поета 
29| Bisin ar ) те 
9 | (еп at—at cos аг = 
30 | 击 (sin attat соза) кр 
= s 
31| а-а e = 
А 
Ыы баў 
1 
з x= 
1 1 
M| ава SGFOGFE 
35 t ch at—cos at sh at ба. 
sin at ch at 一 cos at sh а я 


1 
36 | za shar sin at) 


37 эне at 一 cos а) 


1 
з ут 
зө | 2 


1 


=e" (1+2at) 
o ZZ 


1 


се“ =e“) 

" 2 м? 

42 

43 

“| 990 Уат) 
Кл 

„| 2902 Yao 
КЕЗ 
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zR 


f(D=F (Р0)] 


FO=F LAW] 


RER /‹о) 


во = |7 foede 


46 


47 


48 


49 


50 


51 


52 


53 


57 


58 


59 


60 


61 


62 


1 
Leen 
Zishan 

1 

acos a) 

n 

2 

Ña chan 
Liin at 

n 

1 

L teh at— cos b0) 


证 
"гч (Qa f) 


“ө 
че) 


ш) 


тч, (т>—1) 


$ arctan — 
z а 


© erfe( NES ) 


1 
goa 
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їй 


— 
续 表 
S= LF] Ес) =F fW] 
一 般 函 数 SOD Fo) 一 Глоса 
өз | aw 1 
64 | фа) s 
1 
65| авг + 
66 | JolaD® 1 
чн ға 
7 lo =т=т 
67| сар == 
68| Lo. Te 
69 | bolane" 一 一 一 一 x 
Меты а 


70| баш) 


т | ао 


2 [= -2 
а 


erf (z) 一 三 [ee 称 为 余 误差 本 数 。 


Ф еіс (х) F 


i 


s 
a 


图 аба) = "J,(iz).], 称 为 第 一 类 n 阶 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 ,In (z) 称 为 第 一 类 nn 阶 修正 的 贝 塞 尔 函 数 , 或 称 为 虚 宗 艇 的 由 


Жл. 
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